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Introduction. 


La notion d’invariant différentiel est une de celles qui se présentent 
le plus souvent dans les différentes branches de l'Analyse. On sait, par 
exemple, combien est féconde, dans la Géométrie des courbes et surfaces, 
Ja théorie de la courbure, c’est-à-dire des invariants différentiels des courbes 
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de l'espace; comment 
la courbure totale de GAUSS, combinée avec les paramètres différentiels de 
BeLTRAMI, intervient heureusement dans la théorie des surfaces applicables. 

De nos jours, HALPHEN a déterminé les invariants des courbes, planes 
et gauches”, par rapport aux transformations projectives; et c'est en gé- 
néralisant ces résultats que, reprenant les recherches de LAGUERRE* et 
Brioscar“, il est arrivé, dans son mémoire célèbre”, à construire les in- 
variants des équations différentielles linéaires par rapport aux transforma- 
tions ponctuelles qui n’altèrent pas leur forme linéaire. 


® HALPHEN, Thèse, S° les invariants différentiels, Paris, 1878. 

? Sur les invariants « férentiels des courbes gauches, Journal de l école poly- 
technique, 47% Cahier. 4 

* LAGUERRE, Comptes rendus, t. 88, p. 116 et 224. 

* BRIOSCHT, Bulletin de la société mathématique de France, t. VII, p. 105. 

* HALPHEN, Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes inté- 
grables, Mémoires des savants étrangers, t. 28. 
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La théorie des équations différentielles a encore fourni d'intéressantes 
applications des invariants différentiels à MM. Arrezx et RivereAU ', sur 
la transformation des équations de la forme 


dy a + ay +... + ay" 
the UE b, + by +... + byy? 


par la transformation 
g'= X(x), y = yX,(x) + X,(x) 


ou sur des cas particuliers de ce problème; à M. RoGer Liouvizze”, sur 
la transformation ponctuelle de l’équation: 


y" + a,y" + 3a,ÿ° + 3ay + 4, = 0. 


Dans toutes ces recherches s’est présenté ce résultat que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que deux équations données puissent se 
ramener l’une à l'autre à l'aide d’une transformation de nature déter- 
minée, s'obtiennent par la considération d’un nombre fini d’invariants 
différentiels. 

L'objet de ce travail est de généraliser ce principe. dJ’ai fait, dans 
ce but, application de la théorie des groupes de M. Lire, laquelle se prête 
admirablement à l'édification d'une théorie générale des invariants diffé- 
rentiels. C’est ce.qu’a commencé M. Lie lui-même, dans plusieurs re- 
cherches où il avait principalement en vue la détermination de ces in- 
variants”; c'est aussi ce qu'ont indiqué dans deux notes, assez brèves, 
mais fondamentales, HALPHEN * et M. Goursar ”. 


* ApPPELL, Sur les invariants de quelques équations différentielles, Journal de math., 
ATe série, t. 5. : 

RIVEREAU, Sur les invariants de certaines classes d'équations homogènes par rapport 
à la fonction inconnue el à ses dérivées, Thèse, Paris 1890. — Sur les invariants de 
quelques équations différentielles, Journal de math., 4" série, t. 8. 

* RoGER LioUvVILLE, Sur les invariants de certaines équations différentielles, Journal 
de l'école polytechnique, 59" cahier. 

* Voir, entre autres, Lie, Über Difierentialinvarianten, Math. Annalen, t, 24. 

‘ HALPHEN, Sur l'existence des invariants, Lettre à M. SYLVESTER, American 
journal of mathematics, vol. O, p. 137. — Voir, à ce sujet, L1E, Die Begriffe 
Gruppe und Invariante, Leipziger Berichte, 1887. 

5 GoursaT, Sur les invariants des équations différentielles, ©. R., t. 107, p. 898. 
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M. Lre a établi comment, en général, il existe des invariants dont 
le nombre croit indéfiniment avec l’ordre. J’ai démontré qu'il existe, dans 
chaque cas, des procédés, paramètres différentiels où opérations invariantes, 
permettant, étant connus des invariants, d'en déduire de nouveaux; et 
que, étant déterminé un nombre fini d’invariants, on peut, par ces pro- 
cédés, obtenir tous les autres. Il en résulte que les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que deux multiplicités de méme nature puissent se 
ramener l’une à l’autre par une transformation du groupe, sont définies 
par un nombre encore limité de ces invariants. 

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la première, j'établis une 
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que l’étude d’un système 
d'équations aux dérivées partielles se réduit toujours à celle d’un nombre 
fini d'équations; puis, je rappelle les propositions générales de M. LE, 
sur les groupes définis par des systèmes d'équations aux derivées partielles, 
sroupes que j'appelle groupes de Lie. | | 

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d’une 
multiplicité se déduisent immédiatement des équations de définition du 
groupe, et je rappelle comment M. Lire, partant des frausformations in- 


finitésimales, obtient ces invariants par l'intégration de systèmes complets. 


Puis j'établis les propositions concernant les systèmes finis d’invariants. 

Enfin, dans la troisième partie, je montre comment la notion d'in- 
variant différentiel s'identifie avec celle de forme réduite, celle-ci pouvant 
même guider le calcul des invariants. Je termine par la détermination 
des invariants d'une surface, par rapport aux transformations conformes 
de l’espace, d’une part, et aux transformations projectives, d'autre part; 
puis, par celle des invariants déjà obtenus par une voie toute différente 
par M. Rocer Laiouvizze dans le problème qu'il a traite. 

J'ai entrepris ces recherches sur les conseils de mon trés illustre 
maître, M. Sopaus Lie, qui m'a initié à ses théories si fécondes et 
aujourd’hui si vastes des groupes de transformations. Qu'il me soit permis 
de lui en exprimer ici ma plus vive reconnaissance! 


157882 
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PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


Propriété générale des systèmes d'équations 
aux dérivées partielles. 


1. On appelle multiplicité à n dimensions d'un espace à n + p dimensions 
un système de p fonctions 2 ,2,,...,24, de n variables indépendantes 
DE D 

Si une telle multiplicité satisfait à une ou plusieurs équations aux 
dérivées partielles, entre les x, les z et leurs dérivées, elle satisfait aussi 
aux équations qui sen déduisent par différentiation. En s’élevant aux 
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d'équations; 


si on ne considére pas celles-ci comme distinctes des premières, il y a lieu 


1° 


de se demander s'il peut exister des systèmes comprenant un nombre 
illimité d'équations ainsi distinctes, et s'il peut exister des multiplicités 
définies comme solutions de pareils systèmes illimités d'équations. 

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait’ que la 
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d’un 
système d'équations aux dérivées partielles ne dépende que d’un nombre 
fini de constantes arbitraires, est que l'on puisse à l’aide de ces équations 
exprimer toutes les dérivées d’un certain ordre des z, en fonction des 
dérivées d'ordre inférieur, des x et des z. Un pareil système est néces- 
sairement limité. 


2. Considérons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux 
variables, x et y, définie par un systéme donné d'équations aux dérivées 


Voir, L1e, Theorie der Transformationsgruppen, KErster Abschnitt, p. 170. 
BourLer, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées, Annales de 1 école 
normale, 1891, Suppl. 
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partielles. Considérons les équations d'ordre » de ce système, et mettons- 
les sous une forme canonique, en les résolvant par rapport à une ou 
plusieurs dérivées d'ordre h, 


02 
Z = —— — 
a,h—a@ O2 oy}—4 Dia 


de telle façon que la fonction #,, ne contienne que des dérivées d’ordre 
RA2 20 ntellés que l'ontait 
CAE 


Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d'ordre 
supérieur, quon en déduit par différentiation, se présentent encore sous 
forme canonique. 

Représentons alors dans un plan, la dérivée 
2,8 par le point de coordonnées a, f: les déri- 
vées d'un même ordre sont situées sur une droite: 


x + y —= const. 


La présence, dans le système canonique, d’une 
équation résolue par: rapport à z,,, entraine, pour 
les systèmes d'ordre supérieur, celle d'équations résolues par rapport à 
toutes les derivées, dont les points représentatifs sont situés dans l'angle 
formé par les parallèles aux axes menées par le point «,/f, ou sur ces 
parallèles. Si done il y a des équations résolues par rapport à une ou 
plusieurs dérivées d'ordre : 


2 2 2 
(1) Foy, h—0 9 ay h—a2 9 * * * 9 ag, h—ua 


avec 
CAN PE ENT TE AUDE 


on aura, à partir d’un certain ordre, des équations résolues par rapport 
à toutes les dérivées de z,z,,, excepté pour 


MI OU eu eg. 


il peut même se présenter plusieurs équations re- 
solues par rapport à une même dérivée 2,4; 1l 


nous suffit de ne conserver qu'une seule d’entre 
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en différentiant la dérivée d’indice a 
le plus élevé, parmi les dérivées (1). 

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres, 
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et 
égal à h— a, + a,. Si alors le système n’est pas limité, c'est qu'il y à 
lieu d'ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les 
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, aprés 
h — a, + a, équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s,.tel que 
toutes les dérivées d'ordre s et d’ordre supérieur de z s'expriment en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le système est alors nécessairement 
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se ramene à 
une équation d'ordre inférieur à s, laquelle peut être ou n'être pas 
analytiquement indépendante des premières. Dans tous les cas, le système 
est donc limité. 


3. La proposition subsiste dans le cas d’une multiplicité, que j'ap- 
pellerai de deuxième espèce, formée de p fonctions 2, , 4, ,..., 2, dépendant 
chacune de deux variables indépendantes, x, ,y,, pour 4 ,%,,%, pour 
Zee. Tps Yy pour 24,: ces variables peuvent d’ailleurs ne pas étre toutes 
différentes. [ci, on dressera encore une liste des dérivées d'ordre k, en 
02 +82, 
0æ% 0y 
décroissants, puis celles de z,, de la même manière, et aïnsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un même ordre k, que 
comprend le système, sous une forme canonique, c’est-à-dire, en les résol- 
vant par rapport aux dérivées d'ordre h: 


rangeant d'abord celles de 4,, 2, (as — ) suivant les indices « 


Du = « 
Fi,d,h—0 Diana 


de telle façon que les dérivées d'ordre k, qui figurent dans d,,,_, sui- 
vent #41, dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de 
rester canonique après différentiation. 

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri- 
vées une ou plusieurs fonctions 2. D’après le paragraphe précédent, on 
ne peut ajouter qu'un nombre fini d'équations nouvelles, résolues par rap- 
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le système n'est pas limité, 
on fera apparaitre, après un nombre fini d’additions d'équations nouvelles, 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 4 


une on plusieurs fonctions nouvelles z, et ainsi de suite. Finalement, on 
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, après quoi, en 
ajoutant encore un nombre fini d'équations nouvelles, on arriverait à ex- 
primer toutes les dérivées d’un certain ordre en fonction des dérivées 
d'ordre inférieur. Sous cette forme, le système est alors nécessaire- 
ment limité. 


4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute 
multiplicité de n — 1°" espèce, et l’étendrai à celles de n°"° espèce. 
Soit, celle-ci, formée de p fonctions, 4,,4,,...,2,, chacune de n 
variables indépendantes, z;, par exemple, étant fonction de %,,, æ,:,...,4,. 
On posera 
DAFat..+ang, 


ia an On ? 


0æ;} 2j ss. On 
Comme dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d’un 
même ordre, en rangeant les dérivées de 2, , 2, suivant les indices 
a, décroissants, celles ayant même indice a, suivant les indices 4, dé- 


CARUSTEEEET ET 


croissants, et ainsi de suite, et de même pour les fonctions suivantes 
2,,...,&,. D’aprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa- 
tions d'ordre sous une forme canonique se conservant par différentiation: 


De = ÿ Cy + dot. +ün=h) 
(2) À, 1549, An 13033 gy re 3 On ? CRE Dr 


les dérivées d'ordre À qui figurent dans 4, 
la liste. 


suivant 2, 


An à Gap am SUP 

Cela fait, supposons que la fonction z; figure dans l’un des premiers 
membres de ces équations, par sa dérivée z,,,,.4.+ Dans les équations 
d'ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport à 
toutes les dérivées de z,,,.,+ Nous considérons l’ensemble des autres 
dérivées de z;, d'ordre X et d'ordre supérieur, comme appartenant à une 
multiplicité de n — 1°"° espèce, définie comme il suit. Prenons comme 
fonctions les dérivées de z;, d'ordre h, distinctes de 4,3 €t Soit 
488, Lune quelconque d’entre elles: l'un au moins des indices B est 
inférieur à l'indice &« correspondant, car on a: 


TR TE ae 0 Po CA mr 2 a es 
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Si, PB, <a, on considère seulement les dérivées de z,4,.s prises par 
rapport, à. %iy Lis eme Lun et MON à 4%, Parmitléslautres 3,0 on 
prend celles pour lesquelles on a: f,, <a, ,, et on considère toutes 
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport à 4,_,, et ainsi de suite. 
De cette façon, on fait entrer toutes les dérivées de z,, d'ordre égal ou 


supérieur à }, qui ne sont pas dérivées de 4,5 dans une multiplicité 


an 
de n—1""* espèce, car une telle dérivée a l’un au moins de ses in- 
dices inférieur au nombre correspondant de la suite « ,a,,...,a, De 
plus, cette multiplicité de n — 1°" espèce ne comprend aucune dérivée 
deg; ut 

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions 4, ,4,,...,2, qui f- 
gurent dans les premiers membres du système (2). Or, d’après ce qui a 
été admis sur les multiplicités de n — 1°"° espèce, on ne peut ajouter 
qu'un nombre fini d'équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées 
de ces fonctions, ainsi mises à part: il en est même certaines qui s’intro- 
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la 
multiplicité de # — 1°"*° espèce sont identiques. Si donc le système n’est 
pas limité, on fera apparaître, dans les premiers membres, après un nombre 
fini d'additions d'équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions 2, et ainsi 
de suite. Finalement, on arriverait encore à un système nécessairement 
limité, permettant d'exprimer toutes les dérivées d’un certain ordre en 


fonction des dérivées d'ordre inférieur. Donc: 


Théorème I. Un système d'équations aux dérivées partielles étant défini 
d'une manière quelconque, ce système est nécessairement limité, c'est-à-dire 
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d'ordre supérieur à 
s que comprend le système, se déduisent par de simples différentiations des 
équations d'ordre égal ou inférieur à s. 


5. La méthode suivie dans cette analyse conduit à d’autres résultats. 
En différentiant les équations d’un système canonique, on a négligé ce 
fait qu'une même dérivée peut, dans certains cas, s'exprimer de plusieurs 
manières différentes, pour n’envisager qu'une seule de ces expressions. Si 
on exprime que ces différentes valeurs doivent être égales, on forme ainsi 
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de 
celles déja connues, appartiennent à la catégorie des équations nouvelles 
qu'il faut ajouter au systéme. 
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Dans le cas où ce procédé n'ajoute pas d'équations nouvelles, on dit, 
ou que les conditions d'intégrabilité sont satisfaites, où que le système est 
complètement intégrable, ou qu'il est en involution. 

D’apres cela, étant donné un système quelconque de » équations aux 
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme 
canonique, puis différentier ses équations, et exprimer, s’il y a lieu, les 
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements montrent que, en suivant 
cette voie, on arrive, après un nombre limité d'opérations, ou à un système 
complètement intégrable, ou à un système définissant toutes les dérivées 
d'un certain ordre s, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on 
différentie ces équations d'ordre s, puis qu’on écrive les conditions d'inté- 
grabilité relatives aux dérivées d'ordre s + 1, ou bien on trouve qu'elles 
sont des conséquences analytiques des équations d'ordre égal ou inférieur 
à s, ou bien on obtient de nouvelles équations d'ordre s ou inférieur. 
Dans ce cas, on ajoute ces équations au système proposé, et on répète 
les mêmes opérations. Finalement, les dérivées d'ordre au plus égal à s 
étant en nombre fini, on arrive, après un nombre limité d'opérations, ou 
à un système incompatible, ou à un systéme complètement intégrable, 
dont la solution généralene dépend alors que d’un nombre fini de con: 
stantes arbitraires. Donc: 


Théorème IL. Etant donné un système quelconque d'équations aux déri- 
vées partielles, on peut, après un nombre limité de différentiations et d'élimina- 
tions, ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre sous forme 
d'un système complètement intégrable, dont la solution générale dépend 
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires. 


6. L'existence des solutions de ces systèmes complètement intégrables, 
dans toute leur généralité, a fait l'objet de plusieurs travaux remarquables, 
particulièrement de MM. Megray et Riquier’ et BourLeT”, qui ont con- 
tinué les savantes recherches de Caucxy, de M. DarBoux” et de M°*° DE 
Kowazevski*. Le développement de ces travaux n’a pas place ici; j'en 


! MERAY et RIQUIER, Annales de l'école normale supérieure, 1800. 

* BourLeT, loc. cit. : 

? G. DarBoux, Comptes rendus de l'académie des sciences, t. 80, p. 
FOI: et*317- 

 Sopxie von KowALEvSskI, Journal de Crelle, t. 80. 


Le 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 26 septembre 1893, 
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retiendrai seulement, pour l'utilité de ce qui suivra, ce fait que la solu- 
tion générale d’un système complètement intégrable dépend de fonctions 
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore 
un résultat des travaux que je viens de citer , que les équations d’un 
système complètement intégrable permettent de former les développements 
en séries des solutions; les coefficients de ces séries, c’est-à-dire les valeurs 
que prennent, pour un système donné #5, Zi: 2x0, de valeurs des 
variables indépendantes, les fonctions 2 et leurs dérivées, sont assujettis 
seulement à satisfaire aux équations du système, de telle sorte qu’un 
certain nombre d’entre eux peuvent être choisis arbitrairement, sous cer- 
taines conditions de convergence seulement. 


CHA PAT REATT 
Les groupes de Lie. 


1. Je rappelle d’abord quelques définitions”. Etant données 
à x dimensions, 


n 


variables, ou coordonnées d’un point d’un espace À 


AE ,%,, considérons # autres variables æ!,x5,,...,4;, définies en 


À 
n'ose n 


fonction des premières par les équations: 


(1) | TE EE ASE PR RE CEE RE 


Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux x en 
fonction des x’, on dit qu'elles représentent une #ransformation, substituant 
les æ’ aux æ. Une transformation peut être considérée, soit comme un 
simple changement de variables, soit comme une transformation ponctuelle 
de l'espace À, en un autre espace BR. Aïnsi, les équations: 


x — 2 COSa -—- ySIna, y = æsinag + ycosa 


! BoURLET, loc. cit., p. 52. (Suppl.) 
* Sopaus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Krster Abschnitt, Einleitung. 
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représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une 
rotation du plan autour de l'origine. 

Etant défini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue 
un groupe de transformations, si la succession de deux d’entre elles, 
effectuées l’une après l’autre, constitue encore une transformation de 
l’ensemble. 

Nous supposerons toujours, avec M. Lre, que toute transformation (1) 
d’un groupe vérifie un systéme d'équations aux dérivées partielles entre 
D IN Une partent, Me considérées commes fonctions 
des variables précédentes et leurs dérivées, d'autre part, et que, récipro- 
quement, toute solution d’un pareil système définit une transformation 
du groupe. Nous supposerons en outre que ce système n’est formé que 
d'équations analytiques par rapport à. tous les arguments, variables, fonc. 
tions et dérivées qui y figurent, et qu'il est érréductible. J’appellerai 
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fini ou infini, suivant que 
sa transformation générale dépend de constantes ou de fonctions arbitraires; 
il est continu, c'est-à-dire, que l’on peut passer de l’une quelconque de ses 
transformations à une autre par une variation continue de ces arbitraires. 


2. Quant au système d'équations qui définit les transformations du 
groupe (1), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme complètement 
intégrable, opération que l’on sait effectuer; alors, si le système est d'ordre 
N, toute équation d'ordre inférieur ou égal à N, que l'on pourrait dé- 
duire de ce système par des différentiations, suivies de l'élimination des 
dérivées d’ordre supérieur à AN, est nécessairement une conséquence ana- 
lytique des équations de ce système; en outre, toute équation d'ordre 
supérieur à NN, satisfaite par toutes les solutions de ce système, se déduit 
nécessairement par différentiation des équations de ce système. Soit, ce 
systéme, formé de 9 équations: 


! 


(2) W, (x, CRONCIQN Th , Æ pee s ee A ee "eu", Li aan... an 3 eus .) =— O (R=1,2,...,p) 


en posant: 


, 

(74 +a +...+an, . 

; DR Li 
D, Age On To C7 


di 
0Xr, 0Xx, Or 
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Il comprend y, équations distinctes d'ordre zéro, y, équations di- 
stinctes d'ordre un, ..., y, équations distinctes d'ordre N, c’est-à-dire que, 
des sw} équations d'ordre Æ, par exemple, on ne peut pas déduire d’équa- 
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivées d'ordre XK; ces px 
équations comprennent d’ailleurs celles qu'on obtient en différentiant les 
équations d'ordre À — 1. On a: 


PE ER TR Er 


et le groupe est fini, si y, est égal au nombre des dérivées d'ordre N, 
infini, S'il lui est inférieur. : 

On pourra d’ailleurs, suivant les cas, supposer le système (2) prolongé 
jusqu'a un ordre Q supérieur à N en, lui adjoignant les #y,, équations 
distinctes d'ordre N + 1 , x, d'ordre N + 2,....u9 d'ordre Q, qui se 
déduisent des wy équations d'ordre N, par 1, 2,..., Q -— N dérivations 
successives. Quand nous parlerons des équations du systéme (2), d'ordre 
au plus égal à X, ce nombre X pourra être quelconque, inférieur, égal, ou 
supérieur à AN; et il faudra entendre par la l’ensemble des y, équations 
d'ordre o,yu, d'ordre 1,...,yx d'ordre K, qui viennent d'être formées. 

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile 
dans la suite. Les s, équations d'ordre zéro n’entrainent pas de relation 


entre æ,,%,,...,4, seulement, de sorte qu’elles permettent d'exprimer 
un certain nombre des fonctions 4; ,%,,...,4x!, en fonction des autres 
et de & ,æx,,...,4,; plus “généralement, ‘elles "permettent "d'exprimer 
1 se SOS LO NES * EN SFONCUONNUE MEET NE CM NN ENTER ENST TERRE 
Us D5:--) À, que j'appellerai paramètres d'ordre zéro: 

(4,) DO =Ip (EN MN RE RES AS EMEI EE (h=T,2,...7) 


Ensuite, les w équations du premier ordre donnent certaines des dérivées 
) Pi 

du premiér.ordré en:fonction des-autres,de 2,097, 70/0 mie RER 
ou mieux, elles donnent les dérivées du premier ordre, en fonction de 
D, 3 Cove ute s Una ÀLs Ave An EURO €, PATATE IOUVEAUR AU REC 
dits paramètres du premier ordre: 


À 

CL) 0 

= M M 0 0 1 1 1 
(4,) TA GS Graal ’ T, se.) Lys A; À Ce) À, CAS LA ME ben. 5) Aie 
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Et ainsi de suite, jusqu'à un ordre quelconque X, les dérivées d'ordre K 


s'exprimant en fonction de *,,# , %,, des €, paramètres d'ordre zéro, 


2 D) . L . 
e, d'ordre wn,..., et de €, paramètres d'ordre K, À, X,..., À: 


4! = : 7 0 0 L 1 K K 
(4;) À po 4o.. an er RP RUE 9... Er , À, ss AT À CRUE) À ps OLIS | EST 


(A=1,2,...,n) (d+ast...+an=K) 


L'ensemble des équations (4,),(4,),...,(4,;) est équivalent au système 
(2) pris jusquà l'ordre X. | 

Dans les fonctions & qui figurent dans ces équations, les paramètres 
À sont essentiels, c’est-a-dire qu'il n'existe pas de fonctions des À et de 
Hi» Lis.) À, EN NoMbresinférieur à €, + €, + :.. Fe,, telles que les ç 
puissent s'exprimer à l'aide des x et de ces fonctions seulement. Il en 


30 


résulte que les équations (4,) peuvent étre résolues par rapport à 4,4,...,2, 
les équations (4,), par rapport à À, 4 ,..., À, et ainsi de suite, pour 
tout système de valeurs des-x’ satisfaisant aux équations (2). 

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution 


des équations (2), représentée par des fonctions %,45,,..., x, 


4.) 


qui pren- 
nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d'un point quelconque: 


Va 0 ? CPR Ty F3 Vh0 


des valeurs définies par les formules (A), où l’on donne aux À des valeurs 


arbitraires, -etraux æ, les valeurs %:, %,,,..:5 Go. 
3. Cela posé, soit T' une transformation déterminée, mais quelconque, 


du groupe: 
L: = AC : X, AUTO Ce %) (i=1,2,.,n) 


/ 


et effectuons sur les x le changement de fonctions défini par la trans- 


formation T': * 
(3) D ut ee Lu) 


Les x', fonctions de x, ,#,,...,4,, et leurs dérivées, s'expriment en fonc- 
tion des æ’ et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant 
/ 


résolubles par rapport à x, ,...,%,. Le système (2) se change ainsi 
en un système: 


/ 


! 17 ; __. se FA) FE) +" 
(2°) W, (x, L, ; ces Lys Lis Vos...) Tyy-.., Lio ap. an + -) == 0 
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et les équations (4) se transforment en des équations (4'): 


=) 0 0 0 
Ty = PT, » Lo se. Vs 129 2 TE 


. 0 . 0 0 . 0 . . . . . 


0 re] AT ; 1 K 
(4;) D aan. an Cas Prayan.san be 7120249 Ty ; : TE À, , 5 nn) 1e ee : RON) 20) 


où les paramètres À sont encore essentiels dans les fonction ç, car si leur 
nombre pouvait s'abaisser, il en serait de même, en revenant aux fonc- 
tions initiales +’, pour les fonctions ©. 

Toute solution de (2) se déduit d’une solution se (2) par la trans- 
formation (3), de sorte que, si 


(4) HR (x, SE at x) (=1,2,.,n) 
est la solution générale de (2), celle de (2') est: 
(5) De AE EE RUE CAE ELA 


Or, ceci représente la transformation obtenue par la succession des trans- 
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite, 
toute solution de (2') satisfait aussi aux équations: 


u Enr. 1 ge 4 
(2 1) W, (x, > Loyer Uno is Moy.) Lis ete D oapan 9 * à 0; 
système qui peut se mettre sous la forme: 


n 10 10 10 
(45) D ONE CD SEL TA, HET 


1 ; 1 1K 1 K 
À ee 


É: ne). EE, 5/0 
(4) Dh on var an sr Pie Fe Ty 7] A 7 10200 _ ea ROLE 7 CEE 4e ROLL LE; Le.) 


€) 


À es A RD Mr 25 es AITOUt/Syale ne QUeyAalenre NOR CR aux 
æz et aux À dans les équations (4) correspond donc, dans les équations 
(A”) un système de valeurs des x et des ?’, qui rend les seconds membres 


de (4) égaux respectivement à ceux de (4'): 


où figurent €, + €, +...+<, paramètres essentiels nouveaux À;°, ..., À! 


F+ 0 0 K K 
(6) CRE PTRRC 2H Pere L, ; RO oS :) LES C0 Ale ARS À.) 


Tr 10 10 1K 1K 
— DR , JL CL, *) Ty » A< CESR, | À PLore rs À; LAC Or) À), 


€o ? 


les x ayant mêmes valeurs dans les deux systèmes. 
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Ces équations (6) peuvent donc être résolues par rapport aux À et 
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs: 


L4 


10 0 = 0 0 à 1 2 
x = L; (æ, » Vos Lys Move.) À) HAN) 
sl 1 0 0 1 1 ca = 
5 Li 15 (æ, ] TV, CPC us CON | Us À CRE CRAN) 1 US Me OA EE | 23 (2=1,2,...,e1) 


(7) | 


i 


SK K 0 0 1 1 K MNT M PL. 

Le — L; (æ, , Vo ss Un , À; ...., À, , À, s... À, ss As. ÀË ) (=1,2,..,€x) 
où les fonctions L* ne dépendent que des paramètres À, d'ordre au plus 
œal à ÆX. Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport 


Le) 
aux À; car, sil en était autrement, elles entraineraient au moins une rela- 


é 
tion de la forme: 


DR PRE Ne rm San Ar 23 Al ©, 

laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant 
dans les fonctions @ les paramètres 41 aux paramètres À, on pourrait, 
dans ces fonctions &, abaisser le nombre des paramètres en vertu de la 
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les 2 sont essentiels 
dans les fonctions ©. ; 

Les formules (7) établissent ainsi l'identité des systèmes (4”) et (4), 
ou encore l'équivalence des systèmes (2”) et (2°). Donc: 


Théorème I. Les équations de définition des transformations d'un 
groupe de Lie restent invariantes lorsqu'on effectue sur les x', un changement 
de fonctions défini par une transformation quelconque du groupe. 


4. Par une marche parallèle, on pourrait résoudre les 4, équations 


d'ordre zéro par rapport aux variables x, ,#,,...,4%,, car elles ne peu- 


n? 
vent entrainer de relation entre les fonctions #1, ,...,4#}, toute trans- 
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un système 
analogue au système (4). En effectuant alors sur les variables indépen- 


dantes æ,,%,,...,4%,, la transformation inverse de T': 


DANS AS) 
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le système (2) se changerait en un système équivalent au suivant: 
ps F7 A ! ! / / 
WG, , 2, 2 SM Dont Lise 008 Te CO 


, 
À, 439, en 


sont prises par rapport aux variables #,,%,,..., 


Si 


où les dérivées x 
Donc: 


Théorème II Les mêmes équations restent invariantes, par un chan- 
gement de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d'une 
transformation quelconque du groupe. 


5. Il se déduit de la de nouvelles conséquences. Les systèmes (2) 
et (2') ont mêmes solutions, et en particulier, la suivante: 


Ti = fit » Lys s Un) 


correspondant à la transformation 7. On peut donc dans (4), disposer 
LL \ L ê L 

des fonctions #, c’est-a-dire trouver une transformation S du groupe, 

de facon que les relations (5) deviennent: 


= fs EL UC OL SR A 


Ceci exige: 


ce qui fait apparaître, parmi les transformations du groupe, la éransforma- 
tion identique. Ensuite, puisqu'il en est ainsi, on peut déterminer S de 
facon que l’on ait: 


= f(F 


AE 


NS PERRET 


Ceci exige que les fonctions F satisfassent aux identités: 
T 
AM TR HSE PTE = T; 


et alors la transformation $ donne: 


di = fit, ds ,..., æ). 
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c'est-à-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe. 
Donc: 


Théorème III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique 
et ses transformations sont deux à deux inverses. 


Ceci permet d'établir la réciproque des Théorèmes I et IT. Koit, en 
effet, T, une transformation, qui effectuée sur les fonctions x’: 


DEA LINE A Cri) 


laisse invariant le système (2) Ce système (2) étant satisfait pour la 
transformation identique: 


a; —= À; 
aura donc aussi pour solution: 


VRAIS LIRE 7 


c'est-à-dire que le groupe contient la transformation 7} En opérant de 
même pour le changement de variables indépendantes, on voit finale- 
ment que: 


Théorème IV. Un groupe de Lie étant défini par le système d'équations 
aux dérivées partielles, complètement intégrable: 


(2) ET RD D EE re Lu peut Qi 


HA D CLIS 


2) — ©  (4=1,2,.,p) 


la condition. nécessaire et suffisante pour que ce groupe contienne une trans- 
formation T, est que cette dernière, effectuée, soit sur les variables indépen- 
dantes x, soit sur les fonctions x', laisse invariant le système (2). 


* Je dois cette démonstration de cette proposition à l'obligeance de M. ENGEL, qui 
a bien voulu me la communiquer. Je répète d'ailleurs que tous les résultats de ce cha- 
pitre sont dus à M. Lie, qui les a exposés en particulier dans le mémoire suivant: Die 
Grundlagen für die Theorie der unendlichen continuirlhichen Transformationsgruppen, Lei p- 
ziger Berichte, 1891. 


F 


Acta mathematica. 18. [Imprimé le 7 octobre 1893, 3 
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DEUXIÈME PARTIE. 


CHAPITRE LI 


Invariants et équations invariantes." 


1. Etant donnée, dans un espace R, à r — n + p dimensions, une 
multiplicité M, à n dimensions, définie par p fonctions 24,,4,,...,4, de 
n variables indépendantes y, , y, ,...,%,, je me propose d'étudier les rela- 
tions qui existent entre M et les multiplicités qui s'en déduisent lorsqu'on 
effectue sur l’espace À, les transformations d’un groupe de L1E, multi- 
plicités que j'appellerai homologues de M par rapport à ce groupe. 

Les æ étant les coordonnées d’un point quelconque de Z,, et les x’ 
celles d’un point de l’espace transformé Æ7, les équations de définition du 
groupe définissent les +’ en fonction des x: il peut d’ailleurs se faire que 
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre 
mn de coordonnées, les 7 — m autres n'étant pas transformées: cela revient 
à considérer un groupe à #» variables, #,,%,,..., 4, comme s'étendant à 
r—m variables de plus, 4,11,...,4%,; il suffit d'ajouter à ses équations 
de définition les suivantes: 


, ‘ 
Vn+1 æ Vn+1 9 e Ve RE Ÿ, no 


r 


et celles qui s'en déduisent par dérivation. 


La multiplicité M est donnée par l'expression de » des coordonnées, 
savoir: 


À; . V1 9 FA Vy49) CPE he, êp 33 Y, 


‘en fonction des # = r — p autres: 


(1) Y, Fra T; ; Yo GE L, » PE Ya Sr PE 


1 co : e . : 
Ces deux termes ont ici le sens des expressions souvent employées de invariants 
absolus, et invariants relatifs. 
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Alors, en transformant 2, en R,,p coordonnées, 4, #,,..., 2! sont fonc- 
tions des x autres y,%:,...,y;, et représentent la multiplicité trans- 
formée M': 


4 LA ! VE / / 

(2) &1 — Lot) Ba = Lyggs + + + 5 Ep — Lys 
pà 

Au nr / / / w 

NT, Y, = %, Pepe sut, 


’ 


Comimne nous l'avons déjà fait, nous classons les équations du groupe 
suivant l'ordre, et nous les considérons jusqu'à un ordre quelconque X: 


1! a! / — 
(3) RÉ S R D AU LR Nr eue A0) 10 
(4=1,2,...,p) (a + pt +ar EX) 
ou encore, en les prenant sous forme paramétrique: 
Pere k 9 (0 A 3 
(4,) VA Gr blonde Ars. ler) | (= 12,17) 


, Le p ! 0 50 1 1 SkK—1 ee, 
(4%) Vi aan ar = Dia... ar (x, CIM AT | XL, F6 ……., As Vprgn tieiel à Le .…., À CRE AT ) 


(i=1,2,...,r) (+ dpt +ar= K—1) 


0 Na 0 (Ù A—1 KA—1 K V7: 4 
(A) Lion Es LI EE COUR. ls 1° .… 15 CACOCA | À; 2... RE: À SPACE | À} 
t=1,2%..,7) (Gi + dot. +4r= À) 


Je ferai remarquer que, pour chaque ordre X, le nombre +, des 
paramètres Àf,..., 2° dépend seulement du nombre » des coordonnées 
T,,..., €n les seules transformées, et reste le même quel que soit le 
nombre r — m des autres. 


Cela posé, si, dans les équations (2), on remplace les +’ par une 


m 


solution quelconque de (3), on obtient: 


DRM NT NT CRE AS TOR VU later enter) 
à = dir dr Das din) Lo) DUR, 2 fers +5 Yns Pire Ph) 


Ces relations représentent un changement simultané de variables et de 
fonctions, qui met la multiplicité M sous la forme M'. Or, c’est un 
résultat bien connu de la théorie du changement de variables que les 
dérivées des 2 par rapport aux y peuvent s'exprimer en fonction des 
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions j; et 


u 


que de plus, les dérivées d’un ordre quelconque X des z, s'expriment 
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en fonction des dérivées d'ordre Æ et d'ordre inférieur des z et des f. 
Ceci tombe en défaut dans le cas seulement où la transformation est telle 
qu'il y ait une relation identique entre y ,y,...,y,, ce qui se produit 
lorsque le déterminant des expressions: 


à DT 
Ho o/i ab > Ofi 0ëp (j=1,2,...,n) 


où les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n’a évidemment 
lieu que pour des multiplicités déduites de A par des transformations 
particuliérès, n'ayant pas lieu dans le cas de AZ elle-méme. Je laïsserai 
de côté, pour l'instant, ces multiplicités particulières. 

Alors, si l'on désigne par 4,4 ,...,2% les », dérivées d'ordre K 
des z par rapport aux y, et par 4", 4%, ...,2% les dérivées correspon- 
dantes des 7; puis, si l’on remarque que les dérivées partielles des fonc- 
tions f ne sont autre chose que celles des +’ par rapport aux +, lesquelles 
satisfont aux équations (3), on aura les relations suivantes, données par 
l'opération du changement de variables et de fonctions (4): 


2 1 1 1 1 ! 
É or x (84 2 E3 
(B.) Z; DE LES steroe DORMI EL, SR RE EI 


(dy + dot... +ar= 1) (CES) 


( D x) 


1ÆX 


Ÿ 


? 
es 


— D (ar 1 > À 2K PA ) 
— Pi CO ES CT Ou Ex A) ALI LT TR A COR ET CL AO cel CIC 


(G+og++a A)  (i=1,2,..px) 


Ces formules deviennent, en remplacant les 4, par les valeurs 


LL 
quelles ont en vertu des relations (4), et par une extension de la 


notation, suivant laquelle y, ,...,%,, 24, ..., 4, sont représentés par 
1) 0 sa 3 ES Re 
Etats CANIN A D =) 
Y DE er 0 20 1 l 0 10 1 )L = (00 
(C) à er O;(21, CODEN ET se.) Zn 5 16 es Ai) Us Fes) (=1,2,...,p1) 
Vo RUE Ton 0 0 K FRS) 0 Æ HENERN E 
( x) & —= O; (2, cn Bo ed Pinces 2 nAfa eo As eee) IbESE nee (i=1,2,...,0x) 


nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations 
(4,) avec une notation différente: 


F4) 1022 —0 0 0 0 0 hs 
(C,) j TT @); (ei CR OEOR 29 ? Modernes À.) (=1,2,...,p0) 
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Cela fait, supposons que l’on puisse éliminer les À entre ces relations 
(C): en général, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, l'espace 
R, et la multiplicité M, de telle façon qu’il en soit ainsi, car le nombre 
des paramètres À étant fixé, il suffit pour cela de prendre le nombre 7 — » 
des variables æ,,,,...,#«, suffisamment grand. 

Le résultat de cette élimination dépend de la multiplicité M, les z 
et leurs dérivées étant des fonctions données de y, ,y,,...,%,; il dépend 
de l'ordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres 
des équations (C) par rapport aux À, qui ne sont pas identiquement nuls, 
quels que soient ces 2. Je supposerai d'abord que la multiplicité initiale 
M soit la plus générale, à n dimensions, de l’espace 2, c’est-à-dire, qu’elle 
ne satisfait à aucune équation aux dérivées partielles donnée a priori: en 
particulier, si, dans les équations (C:),(C,),...,(C%), l'ordre des déter- 
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour 
toutes les valeurs des arguments #,...,2%,...,2,...,2,, est égal à 
sx; ces déterminants d'ordre sk; ne s'annulent pas, lorsqu'on y remplace 
les z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de y, ,...,y,, dé- 
finies par la multiplicité M. En d’autres termes, M est telle que l’on 
puisse résoudre les équations (C),(C),...,(C%x) par rapport au plus 
grand nombre possible de paramètres 2°, 1!,..., 2% 

Dans ces conditions, l'élimination se fait par voie progressive. D'abord 
on élimine, si c’est possible, les 2° entre les équations (C,), puis les 1° et 
À" entre les équations (C) et (C), ce qui reproduit en particulier les 
équations obtenues dans l'élimination précédente, et ainsi de suite. Le 
résultat se présente sous forme d'équations résolues par rapport à cer- 
taines des quantités 3°, 3°, ..., 2%, (21, ..., 2, par exemple, pour l’ordre 


ZÉTO, 4 ,..., 4, pour le premier ordre, ...,#%,...,2#% pour l’ordre K) 
CnMonCHon /dedrautres a, 21/40, 2% 'et des 2°, 21, 2: 
LOL 22 Y0/ 10 10 0 0 à 
(D) 8; — G; (2 ..) À» , Ê 19 ….) 2) (G=1,2,...,/10) 
AD Loges 17270 0 1 AT ins Mal] OI DE Ve 
(D) #i = G; RAR EE A dd à Cirrrrs cr tra x) (2=1,2,...,/) 
x 1K __ PKf,10 10 1K 'K 0 0 KE FLAN 
(D) RE G; RD Phare cn dati ie. Gala) 


chaque fonction G% ne dépendant que de dérivées d'ordre égal ou in- 
férieur à X. 


[ae] 
[Re 
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Il est à remarquer que ce même résultat aurait pu étre directement 
obtenu sous la même forme, sans passer par l'intermédiaire des équations 
(A4) et (C), par l'élimination directe des dérivées des +’, 4, entre les 
équations (B) et les équations de définition (3), classées suivant les ordres 
OS, man 

Inversement, si M' est homologue de AT, toute relation différentielle 
d'ordre Æ entre M” et M est une conséquence des équations (1),), (D), 
..., (D;), si elle à lieu quelle que soit cette multiplicité homologue W. 

Soit, en effet, cette relation: | | 


J(a 30 D I DE 10 »10 SK zx) SUD) 
PAIE OT PT US DEP LETTRES NES SRE se. s À] RAA Dr —— . 


À tout élément particulier de A7, représenté par les valeurs numériques 
de ses coordonnées, correspond un élément de M”, dont les valeurs nu- 
mériques sont données par les équations (C), où les À, avons-nous vu, ont 
des valeurs arbitraires. Ces deux systèmes de coordonnées de M et de W’, 
satisfont, quels que soient les 2, à la relation J — o. Celle-ci est donc 
une conséquence des équations (C), ou encore, puiqu'elle est indépendante 
des À, des équations (D), qui se déduisent des (C) par l'élimination des 4. 


2. Ces équations (D) jouissent de propriétés remarquables. D'abord, 
M pouvant étre à elle-même son homologue par la transformation iden- 
tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les 
valeurs des indices à et X: 


Considérons ensuite deux multiplicités homologues de M, quelconques, 
M' et M". D'après la propriété de groupe, M' est aussi homologue de 
M". On verra plus loin que si lon substitue M” à M dans les équa- 
tions (C), l'élimination des À se fait de la méme manière. On peut donc 
établir entre A” et M' les mémes relations qu'entre M et M’, savoir: 


ph ==. G 


TEE 10 SUR s'h 110 110 11h ci 
Ki à 


Znspro eee prete Épntlo tet) Vpn 9 À] RE, PREPU PRR LC ES PORC NÉ)? 


(H=0 102,540) (2=—1,2;.../4n) 
Celles-ci, comparées aux équations (D), donnent: 
1h [10 10 2. 2, 50 ,0 re 
(5) 7; (ane ep Ans ete) 2e eva À y eee Épyrt 9 ÉD te) 25) 


Yh/ 10 10 'h 1h 110 110 11h de 
== (2 7 5 2 2 2 2 
— CAE es ae …….s re AV OO TE A De) 8, v°te5 1 or e 
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Cela étant, considérons les valeurs numériques de trois éléments 
correspondants de M, M' et M: elles satisfont à ces relations (5). Celles 
de M et M" étant choisies, on peut prendre, pour celles de MW, les valeurs 
fournies par les formules (C), où l’on attribue aux À des valeurs ar- 
bitraires: cela revient à dire qu’on peut choisir arbitrairement les valeurs 
TR AR AE ne ne Fr A net Sn 8 Je aUtres Coordonnées 
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées 
comme ayant lieu entre deux éléments correspondants de M et M, ont 
donc lieu quelles que soient les valeurs des 4" qui y figurent: c’est dire 
qu'elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si l’on pose: 


h [0 0 h 5 
LATE CRE ES HUE 25) 


LE ST QIX AI 0 hi h (] (ù SA ml 
= CPR NE AE Great DC 25 tue nil Rite.) 


où les € sont des constantes arbitraires’, les équations (5) se réduisent à: 


h [0 0 h h h 110 110 11h 1h 
(TZ — Sel (fE L 5 0 
Z (a CRAN LE CR oder où 9 &: SARA US 2h) #. (2 detre 25 ge eo 1 CRT Con PA 57 ) 


101=0,1. 72) GC: ur) 


Elles ont lieu quelle que soit la multiplicité M”, homologue de H, 
de sorte qu’on a aussi, entre M et M': 


0 /,,0 »0 0/10 410 à 
(E,) Z (a AR DES 2) Z; (2 , °, 8) (2=1,2,...,/40) 
1620 0 L 1 20 LORS 11 
1 A 9 2 # + : 
(E,) Z; (ai, > Epy 81» , 2) Ze , > Épy ? 1) 12e a PES 11) 
K f ,0 0 7.4 RENE US K[ 10 10 1K PQ 4 ; 
(Ex) Z CRTC TELE TO LA) —- Z (ES el leva 2 LEA (i=1,2,...,2%) 


Les fonctions Z, d'après leur définition, se réduisent respectivement 


#40 0 1 1 K K Ps 2 
A A OS lan ii hr Am lOtEQU On y fait 


0 De ANT Ole 245 20 ARENA STONE 
D D AA ue VAR al, 22 = Cp 


Il en résulte que les équations (Æ) sont indépendantes. Elles doivent en 
outre être des conséquences des équations (D); et par suite, elles forment 
un système équivalent au système (D). 


1 Les valeurs des constantes € sont asujetties seulement à laisser holomorphes les 
fonctions (. 
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Ces fonctions Z sont appelées invariants de la multiplicité M, relatifs 
au groupe de transformations considéré. 

Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(47,...,2,,...,21,...,27) 
est uneffonctionfdesMinvariants 27 MEN EME NATURE Zn, d'ordre Æ 
ou d'ordre inférieur qui viennent LR rat 

En effet, d'après la définition de 77, on aura, quelles que soient les 
deux multiplicités M et M se déduisant l’une de l’autre par une trans- 
formation du groupe: 

Hi Rs eee nr set le DEN er OC TE IE EE) 

et cette relation, d'ordre Æ, sera nécessairement une conséquence des équa- 
tions (D), (D)... (D); ou encore, desequations (EF) See 
in résolvant ces dernières par rapport aux quantités z', pour les porter 
dans H(2°,...,8,.1., 27 ,...,8%), 1 faudra donc que les z disparais- 
sent, ce qui exige bien que-Hsoittuneonchon de7,57,, 22758, 207 


De là cette proposition: | 


Théorème I. Lorsqu'une multiplicité M, soumise aux transformations 
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceux d'un ordre quelconque K ou 
d'ordre inférieur sont fonctions d'un nombre limité d'entre eux; et ces derniers 
peuvent se déduire, à l'aide de différentiations et d'éliminations seulement, des 
équations de définition du groupe. 

Toute relation différentielle d'ordre K existant entre M et toute multi- 
plicité homologue M, est une conséquence des relations obtenues en égalant 
entre eux les invariants distincts d'ordre K et d'ordre inférieur, de M et de MW. 


3. Equations invariantes. Dans ce qui précède, on a supposé que 
M était une multiplicité générale, de telle façon que l’on pouvait résoudre 
les équations (C,),(C),...,(C;) par rapport au plus grand nombre 
possible de paramètres 1°, 4',..., 4". Les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour que ce nombre s'abaisse s'expriment par des relations ob- 
tenues en annulant identiquement, quels que soient les À, les déterminants 
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des équations (C,), 
(C),...,(Cx) par rapport aux À. On obtient ainsi un système d’équa- 
tions, ou, plus généralement, plusieurs systèmes distincts, les conditions 


cherchées étant que M satisfasse à l’un quelconque d’entre eux. 


(D à 
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Soit donc, l’un de ces systèmes: 


(6) CPR RU MS UE CP EG A € G=1,2 0x) 
et supposons que la multiplicité initiale satisfasse à ce système: j'appelle 
alors M, multiplicité particulière, et je dis que toute multiplicité A7, trans- 
formée de M, satisfait au même systeme (6), qui pourra être appelé 
système d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations. 

En effet, remarquons d’abord que l'élimination des À entre les équa- 
tions (C,),(C),...,(Cx) donne dans cette hypothèse entre M et MW’, cer- 
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur à celui que 
l’on obtient dans le cas général, et n’est pas nul. Ces relations sont 
d'ailleurs indépendantes, et se présentent sous la méme forme que les 
équations (D): appelons-les (A), (A,),..., (A. 

Cela étant, considérons une troisième multiplicité A£”, homologue de 
M et cherchons les relations qui existent entre M’ et M”. Soient x, 
>.) %, les coordonnées. d’un point de: M, %,,2%,,.2., x; celles d’un 
point de M’ et x;',...,x,, celles d'un point de M". Nous regarderons 
M" comme une représentation analytique nouvelle de la multiplicité 7, 


x 


obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions: 


LEA “ B 
DER te ) (= 1,2.) 
défini par la transformation qui fait passer de AZ à A7”. On sait (1°" 


partie, ch. Il) qu'on peut lui associer un changement de paramètres: 
11} h 0 0 L l PEikproere 
À; == Le (r, 3. X, GATE OO QU ENT IOIOEOR À! hate la À) ere cas a) 


de telle façon que les équations qui se déduisent des (4) en substituant 
comme coordonnées les #” aux x, s’obtiennent simplement, en remplaçant 
dans (4) les æ et À par les x” 
ainsi: 


et 2” correspondants. Elles deviennent 


k y. 
0) Yi (x x’ À" 110 1118 “He 
110 Ur En à Ciao, . V1 ER | 17 , \] SE \s poser” y \] SOC nes | Eh . 


LA" SR LOI MBECS LIVES 
( ) 0,2 re 0% 


(B=1,2% 4) (= 1,280) (a+ a+... +ar=h) 


D'autre part, le changement de variables et de fonctions qui met ZZ sous 
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la forme 7”, donne les relations suivantes, analogues des (B) et ayant 
nécessairement même forme: 


? ? ! ! 92; 
11 DURE 22 () Fey Ai à 11 tt È IR E 
(B"') E A ren 
OX: + Ca CHE 
G=1,.  G=12uupy) 
de telle sorte que A7 se rattache à A7” par les relations suivantes (C”') 
qui ont encore même forme que (C): 


Y/ 1h ___ hf 110 »110 MALI 11h 110 110 11h 1) 
(C”) À; = D (21 >.) 2,5 ee À) TE pi Vs Re a PP CE PRES . 


(2=0,1,...,K) = 1,2,...;0h) 


Les relations entre A’ et 7” s'obtiendraient en éliminant les 4” entre 
ces équations C”. Or, entre AZ et M, on a, jusqu’à l'ordre X, les rela- 
tions indépendantes {A,),(A,),...,(A,); si, dans ces dernières on rem- 
place les éléments de AZ, par leurs valeurs, sous la forme 7”, elles de- 
viennent des relations ‘entre f° ‘et M’, (Aj) (AT) AE), qui 
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mêmes 
quantités z4;*. L’élimination des À entre (C;), (C;),...,(C%X) entraine 
donc les relations indépendantes (Aÿ),(A;'),...,(A%), et par suite, 
(A7) est telle que les équations (C”) ne sont pas résolubles par rapport 
au nombre maximum de paramètres 4”, sans quoi, il ne pourrait exister 
entre AZ et A7’ qu'un nombre moindre de relations indépendantes. 

Cette conclusion subsistant, quelle que soit 47”, homologue de JZ, ïl 
faut donc que le système (6) ou l’un des systèmes analogues soit satis- 
fait par A7’, indépendamment des arbitraires dont dépend celle-ci; et ce 
fait ne peut avoir lieu que pour le système (6) lui-même, le seul qui 
soit satisfait quand on prend pour 7”, la multiplicité AZ elle-même, qui 
correspond à la transformation identique. En particulier, on voit bien que 
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particulières, en même 
temps, résultat auquel nous avons fait appel précédemment ($ 2, page 22). 


4. L'étude des multiplicités satisfaisant à un système invariant d'équa- 
tions se fera de la même manière que celle des multiplicités générales. 
Les coordonnées des éléments de pareilles multiplicités satisfont au système 
(6), et, pour les ordres supérieurs, aux équations qui s'en déduisent par 
dérivation. Ces coordonnées s'expriment done en fonction d’un certain 
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nombre d’entre elles, ou de certains paramètres, pris comme nouvelles 
coordonnées. On peut ainsi transformer les équations (B) et (C) de façon 
à n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De là une seconde 
classification de ces multiplicités, en multiplicités générales qui ne satisfont 
à aucune équation nouvelle donnée à priori, et en #ultiplicités particulières. 
Pour les premières, l'élimination des À entre les équations (C) donne, 
sil y à lieu, des relations, analogues aux équations (Æ) entre des invariants 
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systèmes d'équa- 
tions invariantes entre les coordonnées d’une même multiplicité; et ainsi 
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d’ailleurs pas se pro- 
longer indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre 
illimité de relations entre les coordonnées d'ordre À ou d'ordre inférieur, 
ces coordonnées étant en nombre fini. 

Cette classification effectuée, on est en mesure d'établir toutes les 
équations aux dérivées partielles d’un ordre quelconque Æ et d'ordre in- 
férieur auxquelles satisfont les multiplicités A7’, transformées d’une multi- 
plicité initiale, A7, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes 
les équations invariantes auxquelles satisfait 72. Quant aux autres, elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités 2°, 2°, ..., 23% don- 
nées par les formules (C); elles sont donc des conséquences des équations 
(Æ) (ou des équations analogues, quand Z7 n'est pas une multiplicité gé- 
nérale). Dans ces équations (Æ£), les quantités 2°, z',..., 2% qui y figurent 
sont des fonctions données des > variables indépendantes Y, , %, , ...,%,. 
L’élimination de ces dernières, si elle est possible, donnera enfin des rela- 
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les multiplicités 7’: 

DL ER RLE LA Sr di D 


EH 2 


K NES 
RAR 7 Re © 
où les Z sont pris en fonction des quantités 3°, 3/°,..., 4. 

On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d’où la proposition 
suivante qui complète la précédente: 


Théorème II Etant donnée une multiplicité M, que l'on soumet à 
toutes les transformations d'un groupe de Lie, les multiplicités homologues M' 
satisfont à des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes. Ces 
équations s’obtiennent en exprimant pour les unes, que IT satisfait aux mêmes 
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systèmes d'équations invariantes que M, pour les autres, que les in- 
variants de M sont liés par les mêmes relations que ceux de NW. 

Ces équations invariantes et ces invariants se déduisent d'ailleurs 
par de simples différentiations et éliminations des équations de définition 
du groupe. 


5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi- 
plicités M’, transformées de 7, celles pour lesquelles y ,%,...,y, sont 
liées entre elles par une relation, et ne peuvent plus étre prises comme 
ariables indépendantes. Il est bien évident par raison de continuité, que 
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d’avoir 
un sens dans ce cas. 

En effet, les quantités y:,...,%,,#,..., 2,, fonctions de Y, HS US 
15--.,2, ne cessent pas de représenter une multiplicité à # dimensions, 


tù 


sans quoi, en repassant de 7 à AZ par la transformation inverse, on 
trouverait que AZ à moins de # dimensions distinctes. Il est donc possible 
de prendre comme variables indépendantes, dans A7, n quantités distinctes 
parmi Yi, Un 4 »2.,.2. + Alorsx toute, expression différentielle ou 
y: ,...,y, sont les variables indépendantes se transforme en une expres- 
sion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in- 
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier 
dans le cas des multiplicités AZ qui avaient été précédemment exclues. 

Par exemple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au- 
tour de l'origine. Une courbe définie par une fonction z, de y, admet 
pour invarlant 


qui représente la distance à l'origine de la tangente au point y, 4. Notre 
analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y, 2 se transforme en une 
courbe en y’, 2, pour laquelle on aurait y — const. Mais, en prenant 2 
pour variable indépendante, l'invariant considéré devient: 


I a) 
We in 
V (2) L (v dz 
1.+1— 
dz 
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expression qui pour la courbe y — const. se réduit à y. On a donc, 
entre la courbe en y, 2, et cette courbe particulière qui est une de ses 
transformées, la relation: . 


6. Exemple. Considérons le groupe des mouvements dans un plan, 
dont la transformation générale est: 


Hi = FX COSG — X, Sin a, 
x, = 0 + x, sin a + x, cosa 
où &,b,a sont des constantes arbitraires. Les équations de définition 


(A) sont ici: 
%, = A1 Lo == Je 


ox, 0%, , 02, ; 
= — COS; = dem SiD QU, = = sind, 
0%, CHR CHA À, 


— COS& 


les dérivées d’ordre supérieur étant toutes nulles, À , À, et « étant trois 
paramètres arbitraires. 

Effectuons, ces transformations sur une courbe définie par une fonc- 
tion z de y; la courbe transformée sera définie par une fonction z de y’ 
en posant: 


LA 
| 
à 


DRASS 
HI RL,, 8 = L 


et on a: 

0%, . 04% de 
de 0x, 0x, dy 
dy 19% : dx de 

0%, 0%, dy 


En tenant compte immédiatement des équations de définition, ceci donne, 
comme équations (C): 


sin 4 + Cos & E 
(C,) dé 4 dy 
1 | dy. da 


COS 4 — SIN 4 — 


dy 
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et, pour le second ordre: 


( 0%, 02% 0x,\ d’& d°2 
(C,) DR APE OR OT, 0 NIET ee dy° 
2 dy? > QT AE OT. e NE ( RL 
- COS 4 — Sin 4 —) 
Es 0x, dy dy; 


La première équation donne: 


dy 


; Si ra dé \*\5 
dy n Gay) 


; : > \-2 
." de : dz CAE de 
COS 4 — Sin se SIN & + COS 4 — dy 
at 


Fa VV & 4 
(D,) A = a 


équation qui se met sous la forme: 


\ Fi 3 
dz'\?\2d"2 dz\?\72d°2 
(E) (+6) (15) dy 


où l'on voit apparaître l’invariant bien connu, donné par la courbure 
de la courbe. 

Le calcul tombe en défaut dans le cas où (C) n’est plus résoluble 
par rapport à a, c'est-à-dire, lorsque on a: 


9 /d£' 1 UE Ne ; dz \° Dates 
Zn GA ee | (cos a — sna) + (sin a + cos a 7) | ( 2; 


COS 4 — Sin 4 
dy 
de \°? 
Se. Ge 
LE =" pe Q, : 


ALAN 
COS 4 — Sin & —— 
dy 
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2 


À ) d2 ; { j j : ; 
L'équation 1 + (a) — O est une équation invariante, qui entraine 


; le \°? ; ER 
bien 1 + () — O: elle représente les deux systèmes de droites isotropes 


qui jouent donc le rôle de courbes particulières par rapport aux trans- 
formations considérées. 


7. Application. Reprenons les équations de définition d'un groupe 
de transformations, entre les m variables #, , x,,...,#x, et leurs m fonc- 
tions 4,4, ,...,4,. Adjoisnons-leur #”# nouvelles coordonnées, non 


transformées, en posant: 
(7) TRE ee DE 


et faisons porter la transformation sur une multiplicité définie par les #m 
fonctions TT, ,.."#%n des.# Variables, indépendantes: #, , 4, 1... Un 


La théorie générale, reprise sur cet exemple, montre que les équa- 
tions (C) comprennent, en outre des équations (7), d'autres équations ex- 


LA 
m ? 


priMant r,,..., 1%, et leurs dérivées par rapport à 4, #%,...,% 
en fonction des paramètres À, des fonctions æ, , x,,..., %,, et des dérivées 
de celles-ci par rapport à 4, ,%,,...,4%,, ces expressions étant en outre 
indépendantes de u, ,u,,..., um». 

Il en résulte que les équations (7) sont, dans le cas d’une multi- 
plicité initiale générale, de la forme: 


CPE (i=1,9,..,m) 
QT / ! Lee 0 , 
J; (æ: ) T2 ) ) Cm) PO (x, ? To 7 ? LT) (G=1,2,..., 0) 
me N 4 
J\ , , 0%} 0) Xh 
à %; RCLSENE"S 1 SRE -NPS ; Reese PA 1 Am miviens 
OUx OU ++. OU 
TN 0h CNDE | 
== Jo (x AE RL Te (=1,2,.,n) 
FR TRE 7 ) , 9 mn Am ? 
QU x Oeres ro u, 


où les invariants / sont indépendants des variables #, ,...,,. 
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En particulier, supposons que la multiplicité initiale ZZ soit la 
suivante: 


Alors si 
Dé = NS RDS (= 1,2.) 


définit la transformation générale du groupe, la multiplicité AZ sera: 
T; == fQui , A .. AR (i=1,2,...,m) 


M ne cesse d’ailleurs pas d’être une multiplicité générale, car alors les 
équations (C) se confondent, à la notation près, avec les équations (4): 
et celles-ci sont résolubles par rapport à tous les paramètres À, sans quoi 
ces paramètres cesseraient d’être essentiels. D'autre part, l'élimination, 
entre les équations (Æ), des variables indépendantes 4, , #,,...,u,, de M 
est immédiate, et par suite, A satisfait, jusqu’à l'ordre N, aux seules 
équations suivantes, qui sont donc, sous une autre forme, les équations 
de définition du groupe: 


07/27 Al; ra Aa > ( es 
J, (œ » Toy.) D) és’ Cr, ) Ty ROSE TL) GT 1:20) 
à 7 
ES on e 04 CH? OMn\ 7: (x > : ) se $ 
£ x ë , AT ESA Me à / Lay see y À =1,2,...,/4 
ol 12 r) m ? 02, ? 0X4 mn 0 1709 ARTE 


NET à a » qe : 
J; (a: BTE CERE | ln ie Lj ayay am RS Enr «0 (æ, ù To RL? Tu) (=1,2,...,2N) 


où les à représentent ce que deviennent les J quand on y fait: 
é | ÿ è — 
XL — Lis Ty = Los . à À ; hs — T 


Donc: 


Théorème III Les équations de définition des transformations d'un 
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de x;, 
., 2%, et de leurs dérivées par rapport à æ, ,...,x, sont identiquement 
égales aux expressions qu'on en déduit en y attribuant aux x' les valeurs 


qu'elles ont pour la transformation identique. 
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Ces invariants J jouent un rôle capital. On vient de voir qu'ils 
restent. inaltérés si on effectue sur les æ un changement de fonctions 
défini par une transformation du groupe; d'où en se reportant au 
théorème IV (1% partie; che ll): 


Théorème IV. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une trans- 
formation appartienne au groupe défini par les équations (8) est qu'elle laisse 
invariantes les expressions J, quand on effectue sur les x' un changement de 
fonctions défini par cette transformation. | 


GHAPBPEREETET 


Les invariants et équations invariantes, définis à l’aide des 
transformations injinitésimales d’un groupe de Lie. 


1. Considérons les groupes, dits à un paramètre, dont les trans- 
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. S'il y a n va- 
riables, les équations de définition comprendront » — 1 équations d'ordre 
zéro, de la forme: 


’ # . G] 
AS 0 Chr be Jill le. ts Li) (i=2,3,..,n) 
où les # — 1 fonctions J,(x, , æ,,...,4,) sont distinctes entre elles et de 
l'une au moins, æ,, par exemple, des variables % , %,,...,,. Pour les 


ordres supérieurs, il y a autant d'équations que de dérivées. 
En posant: 
DEP PE APE RE ELA 


RATE D. (1) 


Û 


la transformation générale du groupe sera donc de la forme suivante: 


LR EX AE: "0 


Dies 


XPIEX, (i=9,8,...,n) 
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avec la constante arbitraire a. La première équation peut être résolue 
par rapport à a: 


(1) DUDRS Dr CAE 0 os A EU 
et. la fonction © sera telle que l'équation (1) combinée à: 


(2) (x, Li X, , An" x) = 


entraînera: 
1 Pl 
DR US et 


c étant une nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes 
a et b. Ceci veut dire que les équations homogènes en dx, , dx! , dx;': 


Do(X, , x o(x , x 
PO Pa) gr Pas En) PSS 
0: CEA 
OA Gi ? %) DA pd + 2& (ax, æ) dx! (©) 
0x! d: 0%; à ! 
0œ(x, , «.) 2œ(x 


PAC , À.) ue 
Se da; + _ UD =t0 


A1 1 


sont compatibles quels que soient x, , x; ,x;'. D'où l'identité: 


(x, , #i) 0(%, , à) 
02 0w(X: , &,) sx CE dw(%:, 2) pi 
OX, di) , 9%! dœ(x ,x,) °æ, FT 
oæ, °æ, 


Cette identité subsistant si on attribue à x;' une valeur numérique quel- 
conque, la fonction œ(x;,#,, X,,..., X,) satisfait donc à une équation 
de la forme suivante: 

ro) 


æ, 


1 


, TO) 7 
o(x: , À, ,. a) X,) 7 + o(x, , X, , CR X,) 


et par suite, l'équation (1) peut s’écrire: 
JUL XII XLR SENS ER EN 


où £ est une nouvelle constante, fonction de «a. 
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(ti , 2, X:,..., X,) dépendant nécessairement de x; et de x,, il 

en est de même de J'(x,, X,,..., X,) relativement à x,, et, par suite, 
en posant: 


X, — Ji(u, x RER sh x, a: Ji(x: , À ; CARE X,); 


1 


X X, 


n 


Mr seront indépendants, et on a: 


= X +é. 
Donc: ! 


Théorème I. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre 
la transformation générale d'un groupe de Lie à un paramètre sous la forme: 


(3) X = X, +é, RÉ CCE NCN NE 2, A6 


où t est une constante arbitraire. 


2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd’hui bien classiques, 
des groupes à un paramètre. On pourrait en déduire les autres. Je 
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f{X,, X,,..., X,) soit un invariant de ce groupe, est 
que l’on ait 


? 
- Î ——.(). 
oX, 
En retournant aux coordonnées %, ,%,,...,4%,, on trouve: 
12520 n? 
of of of 
ni ACTE TEE DE +... + Ex, 2, tee Dr) 3? 


1 


expression qu’on représente par Xf. ; 

La transformation (3), pour é — 0, est la éransformation identique; 
pour # ayant une valeur infiniment petite #, elle est dite transformation 
infinitésimale, et attribue à une fonction f(x, , «,,..., #,) un accroissement 
dont le premier terme est précisément Xf.0/. 


! Lie, Theorie der Transformationsgruppen, 1, chap. 3, p. 49. 
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Le symbole Xf caractérise complètement la transformation infinité- 
simale et son groupe à un paramètre. | 

La condition pour qu'une fonction soit un invariant du groupe est 
qu’elle satisfasse à l'équation 


Xf = 0, 


et, de même, pour qu'un système d'équations: 


admette les transformations du groupe, il faut et il suffit que ce système 
entraine: 


XI O0 XI SO IE UE 


3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. LtE, entre une frans- 
formation infinitésimale, ainsi déduite d'un groupe à un paramètre, et une 
transformation infiniment petite: 


(4) om mit 06. Er 525 2,0 Mu me LE Or) RUE 


où les termes d’ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du 
premier ordre la même dépendance que dans une transformation infinité- 
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés par eux. 

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe 
de Lie défini par les équations (8) du chap. I, adjoïgnons aux formules 
(4), les suivantes qui s’en déduisent par différentiation: 


CHA 
OX 


CH 


= Eyy + À. + . 


Ey = © pour ? + 


(5) 


nt "M à 
UV; ee (4) ge j CCR 
LADITE 0 LPLA FLOTTE A7 > 


* Ib., ch. 7, p. 108. Le système d'équations est supposé ne pas annuler tous les 
déterminants fonetionnels d'ordre L de f,,f,..., fr. 
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on trouve ainsi, en écrivant que les équations de définition sont satis- 
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les £ sont assujettis aux 
seules relations suivantes, linéaires et homogènes par rapport aux & et à 
leurs dérivées: 


0 ; 

Ce , Ë, — O (=1,2,...,40) 
; j ; ï, 

0x; 0 


j 

ST RNA oJi” ÉOEUTEE G=1,2,...,) 

— \92;/0 7 mr LE y “Ni 
(6) $ 0ty/ 0 


N N 
5 0J; Ÿ dJ; 
( à.) é ch Shen 1 ( ) k SAME UE D O G=1,2,.N) 
0T; 0 7 0 


52 
OL; a 09. an 


où l'indice inférieur © indique que l’on prend les valeurs des dérivées 
des J pour 


0Z; ST 
9x 19 Pa LR V7 5U4 3 Toy.) An 
{L 


— ©. 


À un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d'exprimer 


/ 


que la transformation (4), où les x’ et les x sont deux systèmes de » 


fonctions des mêmes variables indépendantes w,,#,,...,,, laisse ïin- 


n) 
variantes les expressions J°, J',..., J\, fonctions des æ et de leurs déri- 
vées par rapport aux %. En calculant, à l’aide de (4), les expressions 
des dérivées des x’, les termes du premier ordre obtenus sont les mêmes 
que ceux qui se déduiraient d’une transformation infinitésimale entre les 


æ et leurs dérivées par rapport aux : 


Xp DE LH Eng — 


On A 
24 CNET A0 


où l'on pose: 


2N Li 


TANT ah ° 


OUs DU? e + OU 


Les &,,. Sont des fonctions bien déterminées, lorsque les £ sont don- 
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nés, des æ et de leurs dérivées, et X®f n’est autre chose que la frans- 
formation prolongée, jusqu'a l’ordre N de 


x=Y er. 


Les £ sont donc assujettis à satisfaire aux identités suivantes, par rapport 
aux æ et leurs dérivées: 


(7) XIE 0,2. XD TIENO NE EXO EE 


Or, ces mêmes relations expriment que les J admettent la transformation 
infinitésimale Xf, et par suite, son groupe à un paramètre. 

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les £ sont, dans 
(4), les coefficients des termes d'ordre le moins élévé. Donc: 


Théorème Il. Etant donnée une transformation infiniment petite d'un 
groupe de Lie, la transformation infinilésimale définie par ses termes d'ordre 
le moins élévé, et son groupe à un paramètre appartiennent aussi aw groupe 
de Lie.” 


Soit cette transformation infinitésimale, ayant mêmes termes du 
premier ordre que (4): 


me i% 4 Et 2. IN) 2 00 G=1,2,.n) 


on aura: 


: FF 2 
LA TO NOT PETE ERP 


Si 


ou en exprimant les seconds membres en fonction de % ,x,,..., 


mr, OP: DD Eine PO 


Pour les mêmes raisons que tout à l'heure, la transformation infinitésimale : 
q ; 


TA : 
= Brant 


OX; 


* Lie, Transformationsgruppen, T, ch. 25, p. 523. — Je suppose connus ici tous 


les résultats exposés dans ce chapitre. 
? I1e, Die Grundlagen, ete, p. 342. 
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut donc considérer 
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses 
termes pris jusqu'à un ordre infinitésimal quelconque, comme obtenue en 
effectuant successivement un certain nombre de transformations infinitésimales 
du groupe. 

I y a plus, si Xf et Ÿf appartiennent toutes deux au groupe, 
XF et YF satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi 
(XM Y®). Cette dernière, étant, comme on sait, la transformation pro- 
longée de (XF), la transformation infinitésimale (XY) appartient au 
groupe. Donc: 


Théorème III. Si les deux transformations infinitésimales Xf et Yf 
“appartiennent à un groupe de Lie, il en est de même de leur crochet (XY).” 


4. Cette propriété du système d'équations (6) permet de retrouver 
les invariants dont on a établi l'existence, par une marche tout à fait 
parallèle à celle déja suivie. 

Reprenons, en effet, un système de p fonctions 4 ,z,,...,2, de n 
variables indépendantes, y, ,Y%,,...,9%,, les r = n + p quantités y et z 
n'étant autre chose que x, ,%,,...,4,. Considérons une transformation 


infinitésimale quelconque: 


in of 
DORA Dear ED - DE + D Eiemr mie. 
i=1 Ë 


027: 


et, en calculant les variations qu’elle fait subir aux dérivées des z, par 
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'à un ordre quelconque X 


= P1 Î=Py 
of 
op Snit + Si c8 Sen 
We ne + ee + — G o2À 


" Lie, Transformationsgruppen, X, chap. 25, p. 547. 

? Lie, Die Grundlagen, ete, p. 348. — Dans le cas d'un groupe fini, les trans- 
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires à coefficients constants 
d'un certain nombre d'entre elles X,f, X,f,..., X,f, et ee théorème établit l'existence 
des relations: 


(X; XY) = »E Ciks At 
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Les y et z étant égaux aux coordonnées #, nous égalerons les y et faux 
£ correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées, 
s'il y en a, étant égalés à zéro. Alors, les £ satisfaisant aux relations 
(6) et à celles qui s’en déduisent par dérivation, on peut, jusqu’à l’ordre 
K, exprimer un certain nombre de £ et de leurs dérivées, en fonction 
linéaire et homogène des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi, 
XF étant linéaire et homogène par rapport aux £ et leurs dérivées: 


Î=E€) 06] 


(8) XF — ZE Xoif +2 DCR VE en 2 EE Xrif 


1=Ex 


où les X,,f sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par 
rapport aux 7,2, et aux dérivées des z et les &* des coefficients ar- 
bitraires. 

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqu'à l’ordre K, 
ou tout système d'équations entre ces mêmes quantités qui admet toutes les 
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations 


(9) À 1e AT HO 96 Xx:f 


et réciproquement. 

Les équations obtenues en égalant à zéro les expressions (9) forment 
d'ailleurs un système complet. En effet, s XF et Y®f appartiennent 
toutes deux à la forme (8), nous savons qu’il en est de même de leur 
crochet (X®Y®), quels que soient au reste les coefficients de X/ et 
de Y®7. En particulier, (Xz;,, X%,) appartient donc à cette forme (8): 
c'est donc bien une combinaison linéaire et homogène de transforma- 
tions (9). 


5. Je dis que, de cette manière, on n'obtient pas d'invariants di- 
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre précédent. En effet, 
d’abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment 
petite quelconque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle 
transformation sur l’un d'eux, est, Jusqu'à un ordre infinitésimal queltonque, 
la même que si on effectuait successivement plusieurs transformations in- 
finitésimales. Elle ne différe donc de l’invariant que de quantités dont 
l'ordre peut être pris arbitrairement, et par suite, lui est identique. 
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Or, en se reportant aux équations (A) du chapitre précédent, une 
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux paramètres À 
des valeurs arbitraires, assujetties seulement à être infiniment voisines de 
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in- 
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est done 
indépendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou 
une équation invariante, obtenue par le premier procédé. Donc: 


Théorème IV. Les invariants d'un groupe de Lie peuvent s'obtenir par 
la recherche des solutions communes à un système complet d'équations linéaires 
aux dérivées partielles; la formation de ce système résulte immédiatement des 
équations de définition des transformations infinitésimales du groupe. 

Les systèmes d'équations invariantes sont ceux qui admettent l'ensemble 
des transformations infinitésimales ainsi formées.” 


6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvements du plan, dont 
les équations de définition: 


9x! \ ? 0x: \ ? 5x: \ ? DLAN 2 
ete)" 
æ, 0%, 0%, 0, 


OZ! 0% 0% 0% 


O, 
07, 0œ, | 02,0%, 


CEA CEA TNT, CA 9°, 


04; 07,0%, 02; CFA 07,07, CP 


donnent, pour les transformations infinitésimales: 


dË oË dË oË 
ZE — O, + — O, : + es 10; 
CH 0%, 0x, ox 
SE Lite ET LE PTS a ares o°é, ee. o°E, 
à CEA 0x,07, CHE Che 02,0%, 9%; 
! Lie, Über Differentialinvarianten, Math. Anvalen, t. 24, p. 566. — Die Grund- 


lagen, etc., p. 370 et 374. 

Rappelons que les systèmes d'équations invariantes dont il est question, s'obtiennent 
en égalant à zéro les déterminants d’un même ordre, formés avec les coefficients des trans- 
formations (9). 


Acia mathematica. 18. Imprimé le 11 octobre 1893. 6 
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La transformation étant supposée porter sur une fonction 2 = x,, 
d'une variable y — x,, on aura: 


0y =. E ot, Or £0t; 
NE? CIS / E 06, | 19 06, 06, 12 
2 — El —<——)]—Zg ——= — (1 a 
de DL A0: Ame 


& 


" ,0Ë Ée 06, 06 

| BU "De #4 2 at 1 ! 1 ! 11 2 
02" = 288 — RE Hg) = 372" À. 
É F3 A D 0%, 5 ox, 


Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations: 


RUE 19 AE 
0y ? 222 (1 + 2 Jr + 322 02" 


ce qui reproduit l’équation invariante du 1° ordre: 


et l'invariant du second ordre: 


CHAPITRE III. 
Systèmes finis d’invariants, et paramètres difjérentiels. 


1. Nous avons vu que toute multiplicité W', déduite d’une multi- 
plicité générale M, par une transformation d’un groupe de LiE, a ses 
invariants égaux à ceux de M, savoir: 


TK /,10 0 11 1 'K LANVEE ATK 030 FA) 1 sl K K 
JR BT ces Es En nes Gp preans Epenenes pe) di Lis ct) on ta En flo ee) Po 


(K=1,2,.)  (G=1,2,.,ux) 
. Là 7 2 
ou, pour abréger l'écriture: 


(1) TRS 
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et les multiplicités M' satisfont aux équations obtenues par! l'élimination 
des coordonnées y, ,%,,...,%, d'un point de A .entre ces relations (1); 
et à celles-la seulement. 

Supposons, par exemple, que l’on puisse trouver # invariants distincts 
I, ,1,,...,1,, en nombre égal à celui des coordonnées d’un point de 47. 
Sur la multiplicité ÆZ, ils se réduisent à »# fonctions de y, ,y,...,4, 
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de 
M, peut s'exprimer en fonction de Z,,1,,..., 1: 


(2) JANET io 
et les équations auxquelles satisfait Z7 sont les suivantes: 


TRETOUPERT NES 0) — 


ou, plus simplement: 
(3) J'— 6 = 0. 


On en déduit, par différentiation par rapport à y;: 


dJ 0 dl, 4 dl se 
(4) dyi 91: dy; ra 01, dyi 
\ , , df , , \ , 
ou lon represente par ue la dérivée totale, par rapport à y,, d'une 
fonction f,'de y,,%,,..:,%n, de 4,2,,...,2,, et de leurs dérivées 4}, 


c’est-à-dire: 
= Fe 


df of of 92 den 
di en Lo ne 


K=1 p=1 Er 0Yi 


Ces relations (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra- 
tion d’invariants nouveaux. En effet, il résulte d’abord des relations: 


(5) EI QE 16 CRC ER 


quete Le I teonticommerd/,61,,:. 04 1;,, der fonctions distinctes 
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de y:,...,%y,. Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport 


.. 00 0@. 
à ,...,-#:, et se mettre sous la forme: 
o1, °1, 


(4) DITES F0 ee DR ee LOL Le 
di D(Yi,Ys3, 2. Yn) 0H D(ÿ1 5953.73 Un) ji 


De la même maniere, on déduit des identités (2) les suivantes: 


DITS LS TR) RD EEE AUE LR TE 
DJS IYST RS Vale DIRES) 


— ©. 


Or, en vertu de (5), on a: 


et par suite, les équations (4) deviennent: 


(6) DE Soi TRE ES DIRE TERRE 
DEEE LR PS SDL LETTRE ETE 


où chacun des deux membres représente le quotient de deux déterminants 
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux y’, pour le 
premier, aux ÿy, pour le second. 

Les équations (5) donnent donc par l'élimination de y, ,...,,, une 
relation, qui, par différentiation, conduit à x nouvelles; et celles-ci peu- 
vent s’obtenir autrement par l'élimination de y ,...,y, entre les équa- 
tions (5) et (6) On voit par là que: 


Théorème I. Etant donnés n + 1 invariants, le quotient de deux de 
leurs déterminants fonctionnels formés avec leurs dérivées totales par rapport 
aux n variables indépendantes, y, , y, , ..., Y,, constitue un invariant nouveau. 


Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de 
TJ, ,:..,17,,dJ; avec les invariants debase I, . TE 
2. Les équations, relatives à 7, auxquelles conduisent ces in- 
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa- 
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tions (3). Il en résulte qu'il sera possible, à partir d’un certain ordre, 
d'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d’ordre 
inférieur, tous les invariants d'ordre supérieur. Autrement, on aurait ainsi 
un système d'équations aux dérivées partielles, qui, sans être incompatible, 
DePSéraIt Das te DENON DAT RS ed sd, 4, l'en- 
semble de tous ces invariants, pris jusqu’à cet ordre: nous dirons qu'ils 
forment un système complet d'invariants. 

Cela étant, considérons deux multiplicités, l’une: AZ, générale et pour 
laquelle les invariants de base L, 1,,..., I, sont distincts, définie par p 
fonctions 2, 2000052 0dey, 9,2%. y,, l'autre: MW, représentée : par D 
fonctions 4 ,...,2, des variables y, ,%,...,y,. S'il existe une trans- 
formation du groupe permettant de passer de JZ à A7, on peut exprimer 
Yi Y25...,Y, en fonction de y, ,%,,...,4%,, de facon à satisfaire simul- 
tanément aux équations: R | 


(7) =, ..., 1 —1,, T=d, +... ,;: d, =, 


Ces conditions sont en outre suffisantes. En effet, M étant soumise 
aux restrictions énoncées, les rélations (7) entraînent les suivantes: 


(8) H=H 


où À est un invariant quelconque se déduisant par différentiation de 
ceux du système complet, et peut être par suite un invariant quelconque 
du groupe. Considérons alors un point quelconque (y,),,(y,), ; -:..; (4h 
de M, et les valeurs en ce point des z et leurs dérivées: (2,),,...,(2,),, 
(hs, (eos +: à (ho, (eh, ...3 puis, défini par les équations 
(7), le point correspondant de M, (yi),, (sh, , --., (y), avec les valeurs, 
en ce point, des fonctions z et de leurs dérivées: (2),,...,(2),, (21); 
RAP à na IC ME ES 


Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I: 


PR MK /20 01 1 SE K 0 0 K K 
(C) ape (0 CRE AT NEO PARC LITE al Air A A TS 


(K=1,2,..)  (=1,2,..,0y) 


les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particulières consi- 
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dérées, expriment que l'on peut attribuer aux paramètres À des valeurs 


particulières (9),, telle que, pour: 


on ait: 


et cela, jusqu'a un ordre quelconque @Q. A ces valeurs des paramètres 


à corresporident ; des ‘fonctions æ,, 24,2, 2 dent Une ty, Usatis- 


faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de 
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour: 


Vi (x, ) & CALE A ED VE (rs) == (Yn)o 
Lau = (nn) = (or + +: 2 =), = (eh: 


Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée 
sur M, donne une nouvelle multiplicité 77, telle que, au point (y,),,...,(y,), 
de A, correspond le point (y),,...,(#),, les valeurs des fonctions et 
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations 
(C), en y faisant À — (A7), et z — (2). 74 doit nécessairement se con- 
fondre avec A7, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune 
d'elles, les mêmes valeurs, pour les mêmes valeurs des variables indépen- 
dantes. La transformation considérée transforme donc bien A7 en 7. 
Ici pourrait se présenter cette objection que les développements ainsi 
obtenus peuvent ne pas étre convergents; auquel cas la transformation 
qu'ils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7) 
peut être considérée comme représentant 7 — n + p fonctions, y;,...,y,, 


2,-..,2, des variables y ,...,%,. Notre proposition établit qu’à une 
pareille solution, correspondent 7 fonctions x; ,%,,...,4%,, des variables 
D Dose, %,, Satisfaisant aux équations de définition du groupe, et se ré- 
duisant à ces fonctions/y,.2,., 121, mivendey eye UNI CIEEtArdiré 
de 2}, 702%: dOISQu'ONE AIT: 

Vy+ E 85 GT ON) T, Er £p 5 
B» 2... étant les fonctions de y ,y,,...,7, qui représentent 7: 


Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées 
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partielle RQue Ms1cess fonctions, 2 Vous tente, AU». - Un 

sont régulières (nous supposons toujours qu’il en est ainsi), il en est de 
À = ! / ! 

Deer doaSIONCIIONnse Pi it. nd, de dim, Ju. 


r 


3. Paramètres différentiels, ou opérations invariantes. Les résultats 
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité AZ, les invariants 
de base I ,1,,...,1, ne sont plus distincts Dans ce cas, M'et ses 
transformées satisfont toutes à une méme relation de la forme: 


ÉCRITES RER "0 


On pourrait alors les traiter comme multiplicités particulières, satisfaisant 
à l'équation invariante précédente; maïs ce procédé aurait le défaut d'exiger 
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation 
entre 1, ,..., 1, peut d'ailleurs être arbitraire. 

Il est préférable de reprendre la discussion générale à l’aide d’une 
notion nouvelle, celle de paramètres différentiels ou opérations invariantes. 
On appelle ainsi, étant donné un invariant J/, une fonction de ses déri- 


PT . 0 7 + , 
de des variables y, des fonctions z et de leurs dérivées, 
gi 


qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le paramètre est du 

K°" ordre, si les dérivées de J qu’il renferme sont d'ordre X et d'ordre 
y 

inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi l'existence de 7 para- 


vées totales, 


mètres différentiels du premier ordre: 


DST ET Ole Te) 
DCRNRENTMELIET 


, (1=12)..sn) 


lesquels sont des formes linéaires, homogènes, et indépendantes, de 
dJ dJ 
ROSE TT 

La recherche de l'expression générale de ces paramètres différentiels 
se réduit à une simple construction d’invariants. Il suffit, aux fonctions 
Br... de Y,,..+,Y,, d'en ajouter une nouvelle, J, que la trans- 
formation laisse invariante: 


S 
| 
de 
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont défitiies par les 


relations: 
L=n , v=p , 
d ox 0Xn 02, 
dJ = (be Se NE Te (i=1,2,...,n) 
dyi = dy, = On OYi 
Er SR PTMNIORe . Te 
où les dérivées EN PE satisfont aux équations de définition du groupe. 
Vi n+v 


En les remplaçant par leurs expressions paramétriques, et résolvant par 


(à 


8 ÉTER ae 
rapport aux 2 il vient: 


dyi 
aT dJ dJ dJ ; 
(8) | dy; SEX il dy, < ® dy, <e CHOC SF Re Ur l:48) 
02, 02, 02» 


où : lest A:'sont fonctions de y RER COR PRE 
Yi» > Yn > 215 CAPOTE Eye y, 


et des paramètres À{,..., 4, A,..., 4, des ordres zéro et un. Il faut 
éliminer les À entre ces équations (8) et les équations (C): 


il 1K ___=K/,.0 0 K 0 K K 
(C5 P=RACT, (SRE AE LES Let .. > A8 As vers An) 


1? 


(K=1,2,9 (i=1,2,...,px) 


Pour cela, il est possible en général de résoudre les équations (C) jusqu’à 
un certain ordre minimum À, déterminé, par rapport aux paramètres 
À 5500 A pre 0 ds TOU CUT Certaili nomMDredentTe Ur UeMACOMIU UE 
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les À disparaissent: 
il en est certainement ainsi dans le cas au moins où on peut former # 
invariants distincts Z , 1,,..., 1,, car, dans cette hypothèse, nous avons 
établi l'existence de n paramètres différentiels du premier ordre, distincts. 
En remplaçant dans les seconds membres de (8), ainsi transformés, les 2/* 


qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient » expressions: 


LT LJ d | 
AFTE= + io . +... +a, 2! Gel, n) 


1 y. dy” 
qui sont dés invariants, c'est-à-dire, ici, les paramètres différentiels. Les « 
sont des fonctions de y, ,%,,...,,, de z,, 4,,..., 2, et de leurs dérivées 
jusqu'a l’ordre À. Ces paramètres sont des fonctions linéaires et homogènes 
des dérivées de J; ils sont en outre en général, indépendants, car, pour 
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des valeurs particulières attribuées aux arguments dont dépendent les a, 
A;J se réduit respectivement à _. 
IL 
L'existence de ces paramètres différentiels tombe en défaut, seule- 
ment dans le cas où la résolution des équations (©) n’est plus possible 
comme elle a été effectuée, ce qui se produit lorsque A satisfait à une 
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. Il en est de même de 
leur indépendance: le déterminant de ces n parametres, égalé à zéro, 
donne une équation invariante, où se décompose en plusieurs équations, 
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité 


M, on a entre ces n paramètres, une relation linéaire: 


BATH BIAIT EN CE BIA TA 0 


à coefficients non tous nuls, et qui, après toute transformation effectuée 
sur M, se transforme en une autre relation linéaire 


BAT + BAT +... + BAT = 0. 


C'est là l'avantage de ces paramètres sur les premiers que nous avons 
formés, car ceux-ci cessent d’être holomorphes ou indépendants, dans le 
cas où AZ satisfait à des équations invariantes, dépendant de fonctions ar- 


bitraires. 


4. Ces n paramètres jouissent de propriétés capitales. D'abord, 


tout autre paramètre différentiel, linéaire, et du premier ordre: 


dJ dJ a.J 

AJ = p, de Mt s (eus — Pere 
est une fonction linéaire de A,J, A,J,..., A,J, dont les coefficients 
sont eux-mêmes des invariants. Car, A J,..., ÀA,J étant indépendants, 
on a: 

AJ — lo SP 7 A,J + TA + are Je MU 
de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une 
fonction quelconque J, de y,,%,,...,%,, donnerait: 
To + MOT 1m vers = Je AA Ed To an Tr AÀ.,9 + UP + FA 7AUTE 

ou 


h—n+(i—-nAd+...+{G—7)A,l = 0 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 11 octobre 1893. 
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. A,/,..,A,J 
étant distincts, ceci exige bien: 


Yo — Jo — ©; et TO EE en — à 


En particulier, les deux paramétres différentiels du second ordre 
A,A,J et A,A,J ayant une différence qui ne contient que des dérivées 
du premier ordre de ./, on a: 


AYAFI= A,A,J Tr Ta A1 RE DA E Tan AU 


les 7 étant encore des invariants.! A,J et A,J se réduisant d’ailleurs, 


NS : teri aJ 
pour des valeurs particuliéres des variables, à PL 2e APAJEET 
Un Yy | 


2 


A,A,J se réduisent dans les mêmes conditions à , à des termes 


additifs près ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient 
donc, par la combinaison des paramètres du premier ordre, autant de 
paramètres du second ordre distincts qu'il y a de dérivées de cet ordre: 
il en est manifestement de méme pour les ordres supérieurs, et l'on voit 
que, dans la formation de ces paramètres, on peut faire abstraction de 
l'ordre dans lequel on combine les paramètres du premier ordre. 
Ensuite, les n opérations A,7,..., A,J, effectuées sur g invariants 
RES FRERE AT ES 
variants d'ordre o + 1, distincts par rapport aux dérivées d'ordre o + 1, 


d'ordre o, au moins égal à Æ, donnent autant d'’in- 


qu'il y a de fonctions distinctes par rapport aux mémes dérivées, parmi 
aJ. a. aJ, 
DO LT TO Put 
..., À,J,, en tant que fonctions des dérivées d'ordre o& + 1, sont # fonc- 
ar, as, 
dy, se... dYn , 


1 


les quantités En effet, les » invariants A,J,, 


tions linéaires distinctes de les uns et les autres étant 


1 , on , HA . . 5 é 
Je résultat peut s interpréter ainsi. Les invariants étant considérés comme solu- 


: , : ® . Te , F 
tions dun système complet d équations linéaires que l'on sait former, ce système admet 


sont explicitées. Il 


af 
dy: 


admet aussi les transformations (A, AÀ,): celles-ci s'exprimant en fonctions linéaires de 


les transformations infinitésimales A,/f, où les dérivées totales 


A,f,:.., Auf, on sait que les coefficients de ces formes linéaires sont des solutions du 


système complet. LI1E, Math. Annalen, Bd. 11. 
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d'ailleurs des formes linéaires des dérivées d’ordre & + 1. Si donc les 


ml à dJ è vu , 

dérivées 7 peuvent s'exprimer linéairement en fonction de p d’entre 
4 

elles, indépendantes, il y aura, de même, p invariants AJ, indépendants, 


He run 


les nqg — o autres pouvant se mettre sous la forme: 
bp? 0 


RÉ — do + Œ;i EE +- ste +- Gi, H, (i=1,2,...,nq—p) 


L 


où les a ne dépendent pas des dérivées d'ordre o + 1. H,,1,,...,H, 
étant indépendants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients & 
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se réduire à des 
constantes. 

En particulier, on retrouve que les expressions A,A,J constituent 


bien -n(n + 1) parametres différentiels du second ordre, distincts. 


5. Cela étant, dans la détermination des invariants d’une multiplicité 
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d’invariants, ou bien 
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec l’ordre. Construisons, 
dans ce cas, les n paramètres A J, ÀA,J,..., A,J, et soit Æ l’ordre le 
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination 
des invariants d'ordre au plus égal à K,J?,...,J,,,...,J1,...,4J7, se 
fait en même temps, de sorte qu'on à entre M et ses transformées 7’, 


les relations: 
(9) LUC AIE2 ce Hal: d oo) 


De celles d'ordre Æ, on déduit, à l’aide des paramètres différentiels, les 


suivantes, d'ordre Æ + 1: 
(10) NTI = INGRE: MEL PA m2 Lx) 


Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entre elles et des relations 


(9), est égal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d'ordre 
K 


Ji 
dy, 
s’abaisser que si les paramètres différentiels A,7 cessaient d’être indé- 
pendants en vertu des relations (9), c'est-à-dire en raison des valeurs que 


K + 1, que l’on peut former avec les dérivées , et ne pourrait 
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prennent :éur M, Westänvariants MI, JERREPE UNE. “me Nous 
supposerons qu'il n'en est pas ainsi. 

Alors les équations d'ordre X + 1, entre M et M”, comprennent les 
équations (10), et s'il y a lieu, un certain nombre d’autres, fournies par 
des invariants distincts des précédents. On procèdera de même pour les 
invariants suivants d'ordre Æ + 2, et ainsi de suite. A partir d’un 
certain ordre /, tous les invariants d'ordre supérieur s’obtiennent en ceffec- 
tuant les opérations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre /. 

La chose s'établirait de la même manière qu'il a été démontré que 
tout système d'équations aux dérivées partielles est nécessairement limité. 
C'est aussi ce qui résulte du même fait, établi dans le cas où on applique 
le procédé par différentiation, ce qui revient à substituer aux paramètres 
A,J,A,J,..., ÀA,J, un système particulier de # autres parametres, 
fonctions linéaires, et, en général, distinctes, des précédents. Par suite L 
ne dépasse certainement pas l’ordre le plus élevé des invariants du système 
complet. 

On n'est arrété, dans ces opérations, que si la formation des in- 
variants jusqu'à l’ordre { devient impossible, ou si les paramètres diffé- 
rentiels cessent d’être indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas 
où M satisfait à des équations invariantes bien déterminées, cas que nous 
laisserons d’abord de côté. 


6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicité générale M étant 
donnée, elle ait « invariants d'ordre 5, J, ,J,,.…, J,, s'exprimant en fonc- 
tion des ‘autres invariants d'ordre o et d'ordre inferieur: AS, "1 


l 


. 
ge 


(LINE DJ, — BL , ET) OR CRETE 0 
Les multiplicités M', transformees de M, satisfont aux mêmes relations 
|! , ) 
! 1 / Fi ’ 1 { Tr ! / 
Our à) Ji — E,( PAR MERE 10 2127823 JG TNT ORCH MENC: 


Or, au. système d'invariants distincts JU, y Pet-aNceux 
qu'on en déduit A,J ,..., A,J,, on peut supposer substitué celui des 
invariants aussi distincts J,,...,1;, J, —@,;,...,J,—o,, et ceux qui 


s'en déduisent A(J — ç6),..., A,(J,—o,) En vertu de (11), ces 


\ 
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derniers sont tous nuls sur AZ, de telle sorte que A7’ satisfait aux 


équations: 
(t 2) A;(J; > pi) — ©, (=1,9,.,n}-(i=1;9, a) 


Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du système (11’), 
dont elles sont des conséquences par dérivation: en effet, le système (11) 
n'entrainant pas la dépendance des paramètres AJ”, on sait que les équa- 
tions (12), d'ordre o + 1, forment un système équivalent à celui que 
l'on obtient en différentiant les équations (11”). 

D’après cela, si tous les invariants de M, d'un ordre À, égal ou 
supérieur à {, sont tous fonctions des invariants d'ordre inférieur à À, il 
suffit, pour exprimer que tous les invariants de A1’ satisfont aux mêmes 
relations que ceux de M, d'écrire les équations (11’) jusqu'à l'ordre 4, 
équations parmi lesquelles il peut d’ailleurs y en avoir un certain nombre, 
qu'on sait reconnaitre, de la forme: 


A, (fi — gi) = 0 


et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en 
épalantentre eux Jés invariants distincts JL , L:,.7+,1;, de M et M”, 
que tous les invariants de AZ sont égaux respectivement à ceux de HW’; 
et par suite, comme on l’a déja établi, ces conditions sont suffisantes pour 
que A’ soit homologue de M. 

Quant à la correspondance entre M et l'une des solutions AL’ de ce 
système (11), elle fait correspondre à un point quelconque de A, un 
point déterminé de M’ ou une infinité de points, suivant que le nombre 
B des invariants distincts est égal ou inférieur à »: et, une fois fixé ce point 
de M, la correspondance est complètement déterminée. 

Enfin, comme il y a au plus # invariants distincts, l’ordre À, qui 
est au moins égal à ?, est au plus égal à {+ n — 1. En résumé: 


Théorème II Dans le cas où une multiplicité à n dimensions admet 
relativement à un groupe de Lie, un nombre illimité d'invariants, on peut 
toujours construire et un système d'invariants d'un ordre minimum L, et un 
système de n paramètres différentiels, linéaires et homogènes, du premier ordre, : 
qui, appliqués aux invariants précédents donnent tous ceux d'ordre supérieur. 
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Les multiplicités M', homologues d'une multiplicité générale donnée, D, 
sont définies par un système d'équations aux dérivées partielles obtenu en 
exprimant que leurs invariants d'un ordre À, au moins égal à L, et au plus 
à l+n—1, sont liés par les mêmes relations que ceux de M; et la ou 
les correspondances qui rattachent l'une d'elles à MT s'obtiennent en égalant 
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M. 


7. Les multiplicités particulières, pour lesquelles ce qui précède ne 
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d'elles 
étant définie par un système bien déterminé d'équations invariantes. T/étude 
de chaque classe se fait, comme on l’a vu (2° partie, ch. D, de la même 
maniére que celle des multiplicités générales, On est conduit à répéter 
sur elle les mêmes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant, 
les unes un système d'invariants que l’on saura former, les autres étant 
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces dernières, il faut 
continuer de la même manière. Cette suite de subdivisions est d’ailleurs 
limitée, et on arrive nécessairement à des classes ne se partageant plus, et 
ayant où n'ayant pas d’invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet 
des multiplicités satisfaisant à des équations invariantes formant un système 
illimité d'équations aux dérivées partielles. 


8. Application. [La théorie des surfaces applicables nous donne une 
application des principes précédents, en même temps qu'un exemple de 
calcul d'invariants à l’aide des transformations infinitésimales. Nous con- 
sidérons un ds”, rapporté à ses coordonnées symétriques: 


ds” — 21dxdy. 
Cette forme n’est pas altérée par les transformations: 
DIX, YÉMEN) 


lesquelles forment un groupe de L1E, dont les transformations infinité- 
simales sont: 


(13) Ôx = — E(æ)ot, Oy = — y(y)0t 


où X ct € sont des fonctions arbitraires de æ seulement, Y ct » de y 
seulement, 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 59 
À est une fonction de x et y, dont la transformation infinitésimale 


est donnée par l'équation: 


DE ROEN ER OUTOROAUS dore AO 


À dæ ÉTAOL dæ dy 


(14) Où = À(Ë + 7')ot. 


On a à chercher les invariants du groupe de transformations (13) 
et (14). Nous poserons, ç étant une fonction quelconque de x et y: 


1+j 
(D FINE . 
$ 0x! 0? 


Les dérivées d’une telle fonction sont transformées de telle sorte que la 
relation: 
de — p,,dx — gp, dy = 0 


reste invariante, ce qui donne: 


N à Lee. d N TA NA n =. d N À PA 
0P59 — AUS Et P10Ë %) 0 FL ur Po17 0 
\ d d A L4 e LA 
ou Se et + représentent des dérivées totales. 
dx dy 


Pour l'ordre zéro, on a l'équation invariante À — 0, dont la significa- 
tion est banale. Nous supposons donc À + 0, et posons À — e”, ce qui 


donne: 
Oo = (E" + y')06, 
00, TE (6 3 @,56 )®, 00: rs 7” ne @517)0t; 
00,5 LT (ES SL Dre 2) 20,,6")0t, 00,3 ES Cris HO 7 203% )0t, 


0o,, = &,,(E + y)0t, 


d'où un premier invariant du second ordre (courbure totale): 
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(eds d 
Cù 


Pour les ordres supérieurs, nous ne conservons, des dérivées de «, 
que celles de la forme ©, et ©,,, et substituons aux autres les dérivées 
de a. Ceci donne, pour le troisième ordre: 

N ÆIV 111 n] n IV 111 NS 

do (Et NE eh n)0, APE 6 Eco Ne ln ed 

a = DEN N FE PIN 

0 — a,56 OÙ: ay, = 19 À. 


Les coefficients de &’,...,€Ë",7,..., 7" donnent ainsi, pour la détermina- 
tion des invariants, jusqu'au 3° ordre, un système de 8 équations à 10 
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent à: 


RP D RS CP RER Een 


Fi CIO ) CIO Fa CIO = CIO 4: 00, . 00,” 
“ f Î ke 0 [ 
o) of ? 9 ) û) 
UT (SE RE : —— — © Rte (Q) HE at tO; 
pIO) a LIOR trame 04, 2 CEUROE 0, FRE 04, 


Elle cessent d’être distinctes, seulement dans le cas de 


équations qui forment ainsi un système invariant. Elles définissent des 
surfaces particulières, savoir: 


HI MCOTEL: 


On voit immédiatement que ces surfaces n'ont pas d'autre invariant que a. 
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre: 


en 
Ê — € Ad. 


Pour le 4" ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y 
ajoutant les 5 éléments du 4% ordre, ©,,, 44,3 3 Goo O4 Ce qui laisse 
évidemment ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes, 


provenant des coefficients de &' et De 


SF A AITAE 


— ; En == 
CIO COM 


lesquelles sont indépendantes entre elles, et des précédentes. On trouverait 


done 3 invariants du 4" ordre, et, de la même manière, # — 1 invariants 


du n° ordre. 
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Pour les déterminer, construisons d'abord les paramètres différentiels. 
J étant un invariant, on a: 


Nous prendrons les deux paramètres: 


D A AIT ve 


qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans 
lé cas de à, — 0: dans ce cas, il suffirait de recourir aux paramètres 


T: 
— (0) 
analogues € Diese en 


A: 


Nous remarquerons que: 


—@) is Too à 
A, A,J — AN = Ê “pe + (2 rs os) J, | 


sas! 01 


Las LR CL CE) 
= —p ‘a, À,J — 02 : 01 “01 AT, 
; doi 


ce qui met en évidence deux invariants du 4° ordre: 


— Ugo — A1 O51 7 RU 


Ain 
On en connaît, en outre, deux autres: 


nes 
A:p er ETCYLT + dis — PEACNO? 


CRE \ 


24-00 PERS EE 
A,p ne (a, sh O0 )» 


oi 


lesquels sont liés aux précédents, comme cela doit être, par une relation: 


(= A,p — fr: 


On à ainsi 3 invariants du 4" ordre, A,f, À,f et y qui constituent des 
fonctions distinctes, respectivement, de «,,,4«,,, et a, Leurs dérivées 
du g°% ordre donnent g + 3 fonctions distinctes des q + 3 dérivées 
d'ordre g + 2 de «a; en répétant sur elles, une ou plusieurs fois, les 
opérations À,J et À,J, on formera donc g + 3 invariants distincts d'ordre 


Acla mathematica. 15. Imprimé le 12 octobre 1893. 8 
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6 ’est-a-dire, t les i iants d’ord ri à 4; le nombre 
y + 4, c’est-à-dire, tous les invariants d'ordre supérieur à 4; le nor 

l est ici égal à 4. 

Cela posé, considérons d’abord une surface générale M, qui n’annule 
done pas a, (ce cas se traiterait de la même manière). Si ses invariants 
a et f sont distincts, les invariants du 4" ordre À,f, À, , 7 seront 
fonctions de « et f: 


(16) AB=f(@a;p),  AB—=/(,B), = fifa, B). 


Toute surface M',. transformée de A, est alors définie par les équations 
(16) qui suffisent, et les correspondances, en nombre fini, entre M et M 
sont données par: 


GENE BF = B. 


La troisième équation (16) est, au reste, une conséquence des deux précé- 
dentes, en vertu de l'identité: 


A,A,f— AA, = TA, + 0.À,8 — (A,f) + r(A.f — PA, f) 


qui donne f, connaissant f et f,, car l'expression: 


À,6 — BA, = Na B tre at) 


ne sannule que si x et ff ne sont pas distincts. 
Si M est telle que ff et a ne soient pas distincts: 


(17) B = Ka) 


A, et AÀ,f sont aussi fonctions de a: 


AB = f(a).f(a),  A,B=f(a) 


et il en est de même des 3 invariants du 5” ordre, A,A,B, À, A.p, 
A,AÀ,f. Si r est distinct de a, le 4" invariant du 5" ordre, À ,7, est 
alors fonction de à et 7: 


(18) À,7 = ga; pr). 


Les multiplicités (M) sont, dans ce cas, définies par les équations (17) 
et (18), la correspondance étant donnée par 


13 


CPE = fe 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 9 


Si, en même temps que @,7 est fonction de a: 


(19) r = Ya) 


les 3 invariants du 4% ordre sont fonctions de a; M’ est définie par les 
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données 
par la seule relation 

CHER Y 


un point *#,,%, de M pouvant correspondre à tout point x’,y de M 
satisfaisant à l'équation 


a'(x’, y) = a(x, ; Yo) 


TROISIÈME PARTIE. 


CHNÉELR Par 
Calcul des invariants. Formes réduites. 


1. .Le calcul des invariants peut être facilité souvent par l’applica- 
tion d’une nouvelle notion, celle de forme réduite d'une multiplicité, rela- 
tivement à un groupe de Lis. 

Considérons un élément particulier Æ, d'une multiplicité M, c’est- 
DRE UE RENNES PSN UE RER SERRE TEE 
des variables indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re- 


! Si l’on admet, ce quon verra dans la suite, que les invariants considérés sont 


les mêmes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds” sous sa forme générale 
2 


ds? = Edu* + 2Fdudv + Gdv’, 


on retrouve iei la solution du problème suivant: reconnaître si deux surfaces sont appli- 
cables. (Cf. DarBoux, Théorie générale des surfaces, t. IIT, liv. VII, chap. IT. 


60 Ar. Tresse. 


gardons un invariant comme une fonction de ces coordonnées, telle, que 
la même fonction des coordonnées d’un élément Æ,, transformé de E£,, 
quand on soumet M à une transformation du groupe, ait la même valeur. 
Les coordonnées de Æ;, étant définies par les relations: 

10 'KÔ — =K 200 00 KO KO 30 0 K K 
(C°) He — 0e Den 3 Pope PT ROLE FDA AS PEL 


(KE, 8, MAS, 2 Pa 


où les À sont des parametres arbitraires, on peut choisir ces paramètres 


de facon que certaines des coordonnées de E, 2% e me intel, 


,K0 »'K0 


Je) « € £ 4 - Fe L :0 9 1 
Bueti3 eee) pe ve.) prennent des valeurs fixes arbitraires, cm2, 


Chyees Ch ice Cp ee, POUTVU au moins que, soit les coordonnées de E;, 


soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas à certaines équations 
invariantes: cette exception ne pourrait se présenter que soit dans le cas 
où M serait une multiplicité particulière, soit, dans le cas contraire, pour 
des points particuliers de M. Les autres coordonnées de Æ;, sont alors 
complétement déterminées: 

HU GE A ere 1 CN CCE 


(E=1259 G=1,2,.. g) 


et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de Æ, sont les invariants 
cherchés. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former 
ces invariants. C'est ce qui résulte aussi de la remarque suivante. 

Soit &,, l'élément transformé de Æ,, élément réduit, caractérisé par 
Æ 
rl LE 


168/valeurs Constant EC ER PT Rr HEC PR PEUÉRCETAITEE 


de ses coordonnées. La transformation 7! qui donne 
 # 
ET 6, 


est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait 
déterminée jusqu'a l’ordre Æ seulement, si les valeurs des constantes c 
n'étaient fixées que jusqu'à cet ordre X. 

Soit E; un élément déduit de Æ, par une transformation quelconque 
9; il lui correspond un élément réduit, 6, et une transformation, 7”, bien 


déterminée, telle que: 
ET =, 
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On a donc: 
E, ST —=6}. 


La transformation $7" qui fait de Æ, un élément réduit doit donc se 
confondre avec T' (au moins jusqu’à l'ordre Æ), et 6; se confondre de 
méme avec &6,. Les coordonnées non arbitraires de &, ou 6, s'exprimant 
de la même manière en fonctions de celles de Æ, pour le premier, de 
E, pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants. 

Ceci montre en outre que, réciproquement, si à un élément Æ, de 
M correspond un élément réduit &,, de forme définie, et déduit de 7; 
par une transformation bien déterminée du groupe, les coordonnées non 
arbitraires de &, sont des invariants, fonctions des coordonnées de Æ,. 
De plus, ces invariants qui, pour 


Dig eee 0 pu À si pl DEAN EN 
25,41 au Ci+1) Cr CN) 2% re Co? 8 +1 ce: Cu+1) CT RC ) CPR Ur. Ch? CRE IRE OM à 


0 


sen réduisent à 27,7. 2 


ns se. 2, Sont manifestement distincts: con- 
sidérés comme solutions du système complet formé à l'aide des trans- 
formations infinitésimales, ils constituent un système de solutions principales 
de ce système complet. | 

Dans le cas où Æ, satisfait à une équation invariante qui ne permet 


plus la réduction à la forme & , il en est de même des éléments trans- 


0 ? 
formés Æi. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la 
précédente, chacune des équations ou systèmes d'équations invariantes qui 
définissent les multiplicités particulières pouvant correspondre à une forme 


réduite bien déterminée. Par conséquent: 


Théorème I. À fout groupe de Lie, on peut faire correspondre, pour 
une multiplicité de dimensions données, un nombre limité de formes réduites, 
telles que tout élément E, d'une telle multiplicité puisse se mettre, à l'aide 
d'une transformation bien déterminée du groupe, sous l'une de ces formes ré- 
duites. Les coordonnées de l'élément réduit 6, sont, les unes, égales à des 
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de l'élé- 
ment initial E. 


- 


2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en effectuant 
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements: 


OR UT20 éDie WT id — Up 
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transporter l’un quelconque de ses points à l’origine, son équation dans 
le voisinage de ce point étant: 


a, 


so ,,2 y Vo ,,2 so 3 si ,,2 pes os ,,3 
j 2 as ge ps le es EME OT Ag, EN Et AE 


Les coefficients de cette forme réduite sont les valeurs des invariants de 


la surface, en ce point; en particulier, @,, et a,, sont les inverses des 


20 
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le 
triédre des coordonnées, sur le trièdre formé par la normale à la surface, 
et ses deux directions principales en ce point. Elle tombe donc en défaut, 
dans le cas où ce trièdre s’évanouit, c’est-à-dire, soit lorsque la normale 
est tangente à la surface, soit lorsque les deux directions principales sont 
confondues: de la deux classes de multiplicités particulières, les unes, les 
développables circonscrites au cercle de l'infini, définies par l'équation 


invariante: 
2 2 
1+p +q —0, 


les autres, les surfaces réglées dont les aœénératrices sont les droites iso- 
tropes, et dont l'équation est: 


> 


Lpa(r + 97) — 281 + p°)G4 + 97) + pa +») 
+ (1 + pt + gr + 9) — ti + p°) = o. 


3. La méthode peut être généralisée. Supposons qu'à l’aide d’une 
transformation du groupe, non pas nécessairement unique, cette fois, on 
puisse mettre un élément arbitraire Æ de M sous une forme réduite &,, 


aractérisée par) lesivaleurs fixes Ce PC A NC RE UCI 
nent respectivement SEsLCOOrTONNES En Re PP LR LEE 
autres coordonnées, .27, .., 4), 413 «5 45 « + de 6, SOnt fonctions des 


coordonnées de l’élément initial Æ,, et les invariants cherchés sont fonc- 
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suffit d'achever la ré- 
duction de l'élément à une forme réduite bien déterminée, en tenant 
compte seulement des valeurs constantes déjà attribuées à certaines-coor- 
données. On posera donc, dans les équations (C°): 


100 00 0 100 00 0 
+1 +1 Cy+1 ? PEAR Po Zo Co ? 
110 10 1 110 10 l 

2 = = C 7 a == 
Éy+1 +1 C1 Per) &p 8h Co, 
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puis on achèvera de déterminer les paramètres À, en attribuant à de nou- 


velles/coordonnées 266,5 4.., 200, 2% e.., &i,... des valeurs constantes: 
onexprime ainsi les autres coordonnées 41°, ..., 2°, 4°, ...,2°,... en 
fonction, de #,..., #0, 2,...,2),::., et. ces expressions sont les in- 


variants cherchés; la transformation qui ramêne Æ, à la dernière forme 
réduite est en effet unique. 


4. Ce procédé est intéressant dans le cas où la forme intermédiaire 
&, à elle-même pour coordonnées les invariants d’un sous-groupe du 
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe général, ex- 
primés en fonction de ceux du sous-groupe. 

On peut arriver au même résultat à l’aide des transformations in- 
finitésimales, la méthode s'appliquant d’ailleurs à un système complet 
quelconque d'équations linéaires aux dérivées partielles. 

Soit donc un système complet 


(1) = O, PATES. HG O, NETrE O, CPR GC: Ni O 


de n équations linéaires aux dérivées partielles, à » variables x ,x,,...,#,. 
Nous supposons que les À premières forment elles-mêmes un système 
complet dont on connaît les solutions principales #,,,,...,4, qui se 


réduisentià 2/15 ./#,*poùr 
0 0 
HA LIT Li . . L 9 TL; ee, Ty. 


Pour achever l'intégration de (1), nous prenons comme nouvelles 
variables x,,...,4%,, %11,..., 2, et alors le système complet, devient: 


of of 
Se ai MANN LOT 
; WR 
of ; û] Ka 
(2) X.f — X;%,1, —— <- Kris ta —+- CCR + X, x! —= O (i=A+1,..,n) 
Xn+1 Xn+9 Ly 


où les coefficients des dernières équations sont supposés exprimés en fonc- 
tion de %,,...;,%,, Æyu1,-.., %. Si on résout les dernières équations, 


Lu af of Inn 
par rapport à dr NL ENT exemple, le système devient acobien, de 
Ah+1 Un 


telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de x 7, Got Le 


ñ 


10e 
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résultat de cette résolution ne change donc pas si on remplace dans (2), 
&, +, %, «par! des constantes, en particulier par: 4%. Soit: 


7 ! 3 , er 
X UP CNE die à 2 TC SOL DRE EDR 


Cette substitution donne identiquement: 


LI 


m0 (UN 771 PA Le 0 0 ! ! 
Pa (ri ses Uno Uyyis se. ,) DE Da(xs ere s Us Uyyis es Ti) 


et on remplace le système (2) par un système équivalent en substituant 
a tout coefficient X;x; l'expression d,(x!,...,æ,, %,,41,+...2), laquelle 
s'obtient simplement en calculant X;x, en fonction de x, ,..….,#,,4,;1,...,,, 
et y faisant ensuite: 


— 70 EL pr, ES 
FAN CUT CR CT NA: Lyyri = Bpyys es D, = X,. 


Les dernières équations (2) forment alors un système complet par rapport 
aux seules variables x,,,,...,4,, dont les solutions sont les intégrales 


/ 


de (1), exprimées en fonction de #,,,,.,:,4. 


5. L'application de la méthode peut étre facilitée dans certains cas. 


Elle consiste à effectuer sur l’élément intermédiaire &,, une transforma- 


0 ? 
tion qui n’altére pas ses coordonnées constantes: 


0 m9 70 (1x 7 à Î LR 1 Le 
(3) Ep+1 — C+19 RER EU 2% à Cho? RES Cn+19 EEE 20 Ge Ch? D 


En général, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend 
des autres coordonnées 20,5 22e 2 te des PAdaneneces 
contraire, elle appartient nécessairement à un groupe 1’, sous-groupe du 
proposé G@. Tout revient donc, dans ce cas, à faire une dernière réduc- 
tion de la forme intermédiaire OÙ, par une transformation de /;, c’est-à- 
dire, à déterminer les invariants des multiplicités OT, par rapport au 
groupe /°. 

C'est ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — Si S est la 
transformation générale de 7’, et 7° une transformation particulière met- 
tant une multiplicité donnée A sous la forme 9, la transformation gé- 
nérale de G qui donne la même réduction est 78. Tout invariant de 
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NT par rapport à Z’, exprimé en fonction des coordonnées de A, est alors 
nécessairement indépendant des arbitraires de cette transformation T8, 
puisqu'il garde la méme valeur, quelle que soit la multiplicité réduite 
MNT à laquelle on ait ramené ÆZ; c'est donc une fonction bien déterminée 
des coordonnées de ZÆ, et, par suite, il constitue un invariant de M : 
par rapport au groupe G. 

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe (, 
exprimé en fonction des coordonnées d’une multiplicité OT, donne évidem- 
ment un invariant de OÙ par rapport au groupe /', et les invariants 
distincts sont les mêmes, toute relation qu'il y a entre eux sou$ la forme 
DT, subsistant quand on revient à la forme 47. 

Par exemple, un ds”, 


(4) ds” — Edx° + 2Fdxdy + Gdy” 

peut toujours, à l’aide d’une transformation convenable du groupe G: 
= X(x,y), y = Y(x,y), 

où X et Ÿ sont des fonctions arbitraires de x et y, se mettre sous la forme: 

(5) ds? — 2}dx dy 


et la transformation générale de & qui conserve cette forme réduite de 
ds”, est indépendante de À et constitue un sous-groupe Z' de G: 


où £ est une fonction arbitraire de x seulement, et } de y seulement. 
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe 7' donne donc un 
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient 
tous ces derniers invariants de cette maniére. 
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CHAPITRE IL 


Invariants d'une surface par rapport. aux transformations con- 
formes et aux transformations projectives de l’espace. 


e e 
1. Appliquons ces principes à la recherche des invariants d’une 
surface, définie par une fonction z de æ et y, par rapport au groupe G,, 
des transformations conformes de l’espace: 


P:43VT, 8{ —YT,; AT — YD ; YP — LG, 
U,2œ@U—(x"+y"+2)p, yU— (x + y +2") , 22U— (x + y +2r 
avec: 
Ù = xp + yq + 2r. 


Les six premières transformations forment le groupe G,.des mouve- 
ments de l’espace; à l’aide d’une transformation de ce groupe, on peut, 
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface à l’origine, 
l'équation de la surface ayant la: forme: 


APT œ° Le oo Us do 3 UF 2 
—= x mn 


“8 y + y + 
où les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe @,, au point 
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis 
chacun par une équation invariante, qui est aussi équation invariante de 
G,- Nous laisserons ces deux cas de côté. 

La transformation conforme n’altérant pas les lignes de courbure, la 
transformation générale de G,, qui n’altère pas la forme de l'équation (1) 


est indépendante des coefficients de (1). Elle forme effectivement un 
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groupe .@&,, celui des 4 dernières transformations dé Go: Sa transforma- 
tion infinitésimale est: 


dx = [2x(ax + by + ce + h) — a(x? + y° + 2°)lot, 
dy = [2y(ax + by + ce + h)— br? + y? + 27)] 06, 
de = [22(ar + by + ca + h) — c(x* + y? + z)]d, 


ou 4,b,c,h sont des paramètres arbitraires. 
L’équation (1) étant: 


LU) 
l'équation de la surface transformée est: 


{ , of ” 
2 — 02 — fee, 0) — où — op, 


ou, en s’arrétant aux termes du, premier ordre en f: 


PR ; 


+ (at + ut + Pa +0 —e) 


°y 
D’après cela, la transformation infinitésimale des coefficients de (1) est: 


da,, +(2ha,, + 2c)0t —0, 04, +(2ha,,+ 2c)0t 107 
da, + 4ha,, 0t —=0, d4,,+4ha,,d — 0; 


da, +{[4ha,, + 2b(a,, —a,,)]t=0, da,,+[4ha,,+2a(a,, —a,,)]dt= 0. 


Elle met en évidence 1° une équation invariante du second ordre: 
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L'équation invariante exprime que la transformation conforme change 
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3"° 
ordre n'ont plus de sens. 

Pour avoir la signification de ces invariants, déterminons, dans le 
voisinage de lorigine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont 
donnés par l’équation: 


ps rt) + oi +p + fr +) Hé +p9—2sp]—G +p°+a) = 
qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici à: 
= DMC NE EL O; 


ce qui donne pour chacun des rayons de courbure: 


I I dt AY + 
ÉVSe Gao Go Eu 
I I HS PET LOU d 
03 — ; a, me ….. 


Désignons par s, l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphère 
osculatrice de rayon p, touche la surface, par s, celui de la seconde ligne 
de courbure. On a: : 


8, = 2 +..." 8 —=Yy +... 


et, par suite, à l’origine, on a: 


ae , 
Hop: AN 
120 1819 1250 1959 
Fi er A3 = — RS. RCE LRELE PO 
Pi 08, Ds 05, P1 28 Pa 08; 


et les deux invariants obtenus sont, au signe prés: 


(PS0 (p, — p,)" 


La même méthode conduit à 5 invariants du 4"° qe dont le calcul 
est, jusqu'à présent, sans intérêt. 
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2. On peut, de la même maniere, construire les invariants d’une 
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en 
effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s’emboîtant 
les uns dans les autres, suivant ce tableau: 


xq yp æp—ya |xp+ya 2r| zp 4 


Lo,a,rl œr  yr 


A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme 
réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui 
n’altère pas les caractères de cette forme réduite, étant indépendante des 
coefficients qui y figurent. 


1. D'abord, une transformation du groupe | p, g, r |, permet de 


transporter un point quelconque x,,%,,4 de la surface à l'origine, ce 


0 
qui met son équation sous la forme: 


ea Zhk oh, 
(2) 8 4000 89 He + ET He. 
j ; RD OM E 
où 2 représente la valeur, en ce point, de la dérivée ——. 
92" 0y 
22. Dar ur | En posant: 
De ne re 0 
on obtient la forme réduite: 
Z30 2 Zos ,,2 Znk  h,,k 
(3) D AU le Dci Pepe bu: 


On voit par là que tout invariant est indépendant de x ,y,2, et 
Là 9 La et 
des dérivées premières z,,,4,,. 
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3: | 2Q  YD XD — yq | On détermine la transformation: 


æ = V2 + my', 
(lm, — ml, = 1) 


1 


y=1x + my, 
de façon à annuler les termes en x’? et y'*. On pose donc: 
SUR M, = UM, 
À et y étant les racines de l’équation: 
1 
220 sk 22, 4 + RoaU— 

ce qui tombe en défaut, lorsque ces racines sont égales, c’est-à-dire, pour: 

>? — Z, Z 4 (@) 

el: #20 o2 


équation invariante des surfaces développables. 
Si on écrit l'équation (3): 


1 I 
enr COR ue e lCER Mae ea Re 


g, étant une fonction homogène de degré p, l'équation devient, par la 


transformation 
I , J ! + F7 “74 
= Ÿ Te en PLU + my, La + my) 
nie 
ou 


Ra Œhk Ink phontk 
= ALL A 


h+k= 2 (a 


en posant: 


h | F ; - 
CNE FT Cora (1 RARE HPn+a (1 ) À) Je 


FIRE ER 
= Ge pilPiee(s 4) + À (5 Aa 


Dans cette forme, / et m satisfont à la relation: 


Im — À) = 1. 
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On achève de les déterminer en égalant entre eux les coefficients de x’ 
et y, ce qui donne: 


3 
Ne aps M, 
d’où: 
1 1 1 ;" 1 1 


Pas ane" 1), m — a dos (ut — À) ?, 


ce qui tombe en défaut dans le cas où l’une des quantités à, et a, est 


03 
nulle, c'est-à-dire lorsque les équations: 


20 Æ 2414 + 4,47 = 0, 
2 3 
RE dar Mt 3e AU IO, 


ont une racine commune. C’est le cas des surfaces réglées. 


Sauf dans ces deux cas d'exception, l’équation se met donc sous la 
forme: 


2 2 8 3 1 1 1 1 
so Los € + Y I FERESET dure 
1 f] 6 2 6 6 2 
AE 2 a LL n 6 à FO Tv 5 \Gos A0 AT Y + A30 Los Lio TY 
u— À) 2(u — À} 
(4) 
k—h h—k 
éCe ri - 
30 03 hk AL 
a ESS TS 
ntr4 (4 Cr ?) ; 
A. | xp + yq ar | La transformation 
TN at, Vie dû PE 2. 
permet, en prenant: 
1 1 
(72 2 . 
To — 1 — 1, TO ——"— = 1 
LEA = 
(u — 2} 


3 3 


CC] X° - 1 \ A f \ . , 
d'amener les coefficients de æy et —5 + à être égaux à l'unité, les cas 
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d'exception étant encore ceux qui viennent d’être signalés. De là la forme 
réduite: 


x + y° G,; a, Aux _n 
C5) = 29 + + og + ag + D at = p(x, 9) 
k 


re A 
avec 
1? T2 qe 
ses à h+k—3 3 3 
Aix — An os 30 EE 
5. | zp 2q | L’équation de la surface 
2 = p(x,y) 


devient, par la transformation infinitésimale précédente: 


_ CAN Se Cale 
2 = px, y) LE ges | ot 
où f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre 
en of, près: 


9 20\ 
apr, — pl, nr +9), 


&,,.-. la transformation infini- 


ce qui donne, pour les coefficients &,,, 4, 


tésimale: 
04a,, + 290 — 0; da; + 2f0t 0. 
N N \ 
04,,) + 490! (ep 0a,, + 4fdt 0) 


04, + (4f + Gga,,)0t = O, 04 3 eu (49 +. 6f a.) ot — ©, 
Ja, + (fa, + ga.) ot = 0. 


Elle correspond aux transformations finies: 
12 [A / # 
An — An — 29 » Ao = Ayo — 2f', 


LA 2 | 
NU 0 As —= Au — Af'; 


à 
Æ 
= 


Gg = y — 09'An — 4f" + 6g'”, Qj3 = 3 — Of Ayo — 49° + G fous 
Ago —= A9 — 6(f'an + g'ai) + 12f'g. 
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En prenant 


on met l'équation de la surface sous la forme: 


A + y A CE 
(6) BE rent D pie 


h+I4 


où les coefficients À constituent les invariants de la surface par rapport 
au groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en 
particulier les valeurs suivantes: 


A0 = U9 — 2@x1 A4 = Go — 29) 


se 202 
An = An — CT mette, As = A3 — 5 Mo — 24n; 


Ag = An — 34m 
6°. aU— :q yU— 2p aU |. Enfin, la transformation infinitési- 
male projective la plus générale qui n’altère pas la forme réduite (6): 


2 = D(x,y) 


est indépendante des coefficients A. Elle forme donc un groupe et a 
pour expression: 


Où = [x(lx + my + n2) -— mz]o0t, Oy = [y(lx + my + ne) — lz]0t, 
de = a(lx + my + ne)0, 


où l,m,n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6) 
en la suivante: 


AR QUES op 
2 — de = (x, y) SA LATE E 
ou, aux termes prés du second ordre en of: 
En NS | oJU) 0 04 oIU) 
8 = (x, y) + (x + my + ng)(4 Sa ns) + d CE +- ee) 
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La transformation infinitésimale des À qui en résulte est: 
04,, + 4idt = 0, 04,, + 4m0t = 0, 
s 04,, — 2Mm0t = 0, 04,, — 2ldt — 0, 


dÀ,, + and — 0, 


ce qui correspond à la transformation finie: 


40 — À — 4}, 4 — À — AW, 
n = An + 20, a — A +2, 
5 —= A9 — AN’. 
En prenant: 
de 


l'équation de la surface se met sous la forme: 


da, 
(D) = ay +5 + y) + Out + duy) + D y, 


h+E5 


où les € constituent les invariants de la surface par rapport au groupe 
projectif général. En particulier, on a deux invariants du 4*° ordre, qui 
ont pour expressions: 
o = Ayo + 2453 = Mio + 208 — Édn — 30 
rs Les 
+ Cie CES. (a Gos Lao + 21 30 Lis — Cas Los Lay —— 330 del 


2 
Au = Av + 245 = du 205 — 64 — 3%; 


4 5 


5 LAWEUTST me 2 
— 30 os (CM A30 Los F 21 Los A1 — 63 Ugo Lio — 3%o3 GIE 


3. On peut donner de ces deux invariants, l'interprétation suivante. 
Comparons la surface proposée à une surface anharmonique: 


Ph PP» Ph — 1 Chpt st = 0) 


où les P sont des fonctions linéaires indépendantes de x,y,2. Une telle 
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous 


la forme: 
BD 
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe à deux 
paramètres de transformations projectives 


| xp + ar, yq + bar | 


de sorte qu’elle admet deux invariants, lesquels sont précisément les con- 

stantes a et D. Effectivement, déterminons pour cette surface 4 — x“y”, 

les valeurs, en un point quelconque x et y, des deux invariants 4,, et A4. 
Ici, on a: 


2 = a(a— 1)... (a —i + 1)b(b— 1)... (b— 75 + rat ty, 
de sorte que z,, est de degré 4 — en x, b — j en y. L'équation en w est: 


a(a — 1 2ab b(b — 1) 
(CRE, + ru + We — 


de sorte que À et # sont de degré — 1 en x et +1 eny. L'expression: 


po — Pp(1 ; À = 20 + Dép 114 + *.. 


est de degré a — p en x ct b en y; et, pour une raison analogue, 4,, est 
de degré a— h —% en x et b en y. Il en résulte que À4,, et À,, sont 
de degré zéro en x et y, c’est-à-dire, qu'ils dépendent bien de «& et b 
seulement. 

Ceci montre qu’en tout point d’une surface quelconque $, il est en 
général possible de trouver une surface anharmonique ÆZ (plus précisement, 
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec 5, jusqu'aux 
éléments du 4° ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point 
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique ZX. 

On a laissé de côté, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les 
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premieres 
se raménent à ceux des courbes gauches et ont été complètement déter- 
minés par HALPHEN.' 


Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de l’école poly- 
technique, 47° cahier. 
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CHA RPLIRT ETUI 
Equation y =4a,y"— a. y* + by — b,. 
1. L'équation 
(1) y" tas AY * oil. a y'° + by’ il. b, 


où 4, ,@&,0,, bd, sont des fonctions de x et y, a la propriété de conserver 
la même forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti- 
culier, si on considère æ comme fonction de y, elle se transforme en: 


ge 13 12 , 
— 0%" —0,xX" + ax —a,, 


ce qui revient à substituer les a aux b, et inversement, en même temps 


que l’on change x en y et inversement. 
La transformation infinitésimale effectuée sur x et y, est ici: 


2) 0x — — Éd, Oy = — 70, 

où £ et 7 sont des fonctions arbitraires de æ et y. Elle donne: 
RIRE 2) Ê-? 209 

(3) DTA 5x | Ÿ (a 0y Ty y” 
RTC nn es 
OLIE D'HESrS T ÿ 2° 2 5xoy y 0y° À 5xoy 


++ (Ë—T + 32 =). 


La transformation infinitésimale des coefficients & et b est alors donnée 


par l'identité: 
0° (É 0°7 (3 9°£ MO 
— —{ 1  — 2——+) — 3; 1L — 2 — RES 
CH EU 0%" 02 0Y 4 0° 0x 0Y Ty 0° 


, , ce) y Ÿ 
+ (&Y" — 4,9% + by —ù)(2 + ap à) 


, , 9 + CN ,9 dE 
CA (349 de 24,Y + b) | —7 7 BU 2) Re) ei 


°7 
NS N & N 3 
0. ,3 04, / 00e, 00: 
RE AN = Q ( À O 
x Ta HT > 
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ce qui donne: 


(0 EE 07 £ 0Ë 0° 
et 0 on lc Da 
: / y 
da, 07 07 DE 07 dre 
TL — 34 2+ a L— 2h = + <— 
ot à 5e 19y Le 0æ0y ” 
A ren 
ot SA PET ÉMEORE 19% | 9x°? 
9b, COR PORC on nee 0°? 
NET AY MT CN ES HAIERRER 
ot 3 Vo ah AC or ont 0201 


Le calcul des accroïssements des dérivées ©, et w, d’une fonction & 
de x et y se fait à l’aide des formules: 


0» d à oË 2 do, d à oË n) 
es ER e Au 7 Pre rs a 7 


ot dæ dl Pa sx 19%? dt  dydt °0y ET 
Pour les éléments du 1* ordre, on obtient ainsi: 
Oo = 96 se dayy … 9° 5 
DR Or ie sx ? DURE JU Sr Le 
Oboy Re 0° re Oo té 0° ë. 
Di ou: A DT RON AN de) 
DD eue fu Day 9° UM 
ot  Oxoy° DE 7 PA 7 CO U. CPL ANR 
Obiy 'é 07 n OUTRE : ce, 
dt 020 SON 7 Ôt 9x 020 
On est conduit à poser: 
Le Vos diy ne 2 34 + dix 4e 20,,, 


Pi er bis qe 206%. 3B + by, an 24% 


et à substituer aux dérivées de a, et b,, les quantités a, a, , 7,3, et 
leurs dérivées, pour lesquelles on a: 


COPA USER ch, 
DRE CE | PATES ; 
3, _ ve ù _ ve 
Hope tt DE RÉ 


78 Ar. Tresse. 


Il suffit même, pour avoir tous les éléments d’ordre pement de con- 
sidérer seulement les dérivées de 4, et a par rapport à y seulement, 
celles de D, et f, par rapport à x seulement, en considérant simultané- 
ment toutes les dérivées des autres éléments du premier ordre, &,, boy, & P: 

Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d'ordre supérieur 
figurent seulement sous la forme des dérivées d’une des deux expressions: 


2102 a, 1 9°b 

= Q: — “0 s 1 
0x? Fe By = er 3 040y an 3 y” ul 

9°b 2 9°b MY 

M = Dog + a = + + 


07 3 040 3 0x 


et on pourra, à partir du 3"%° ordre, considérer seulement les dérivées de 
@&; par rapport à y, celles de b,, par rapport à x, et introduire ? et 
m et leurs dérivées. 


On 2: 
Ô 9° 9°E 9° 9° CS 
= — a (2 VE CU MERRer pe hs LEE : 
ot 0x'0y 0x 0æ"01 To 5° 2. 4 0x0 3 | 0x0y 
b ? 0°É SR 0°7 
SET RE PE DE MAÉ 1 Et Le 
0°E 0'E 2Ÿ> p 5 
0x CEA] 0x0 do Sy 


d'où il résulte que, dans tout invariant, les quantités { et m ne figurent 
que par les combinaisons: 


k = 1 +afB —af + ha, + ba; 
k = m + ba — bia + abs, + abs, 


expressions que l’on peut maintenant substituer à l et mn. 
Le calcul complet des accroissements de X et % donne: 


oh oË 07 5 
es) 


Les 07 oË 07 
F=MT+2S) 17, 


d 


(4) 


résultat remarquable, en ce sens que les dérivées du second ordre de & 
et y ny figurent pas. 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 79 


On pourrait achever la détermination des invariants, en prolongeant 
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de X et k; puis, en 
ajoutant à chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de 4,,, L,, &,, 
Vox > Ur et BP, on peut faire disparaitre, dans l'expression de leurs 
transformations infinitésimales, les dérivées du 3° ordre de £ et y. L 
calcul est rendu pratiquement facile, eu égard à notre remarque (3° 
partie, ch. I), sur l'intégration progressive des systèmes complets. 

On obtient ainsi 6 invariants du 4° ordre, et, en général, 2(n— 1) 
du x°"% ordre, lesquels peuvent être exprimés en fonctions linéaires des 
2(n — 1) dérivées du (n — 2)°** ordre de h et K. 

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu'il 
y a une équation différentielle du 1% ordre, invariablement attachée à 
la proposée, car, si l’on combine avec (4) les formules: 


o oë 9£ 0 07, 09 
dx = —— dx — = à dy = — << di — “<{d 
a” 0 0y *? a or y ÿ 


on trouve l’équation invariante: 
(5) hdy — kdx = o. 


Il en résulte que l’on peut, par une transformation du groupe, 
annuler ; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une 
fonction æ, de x et y satisfaisant à: 


CE CE 
6 h— +k—=o 
( ) PA a 0y 
en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x, ne se réduise pas 
à une simple fonction de y, c’est-à-dire, que l’on n'ait pas: 
k = 0. 


Dans ce cas, il suffit d’intervertir x et y, pour réaliser immédiatement 
la condition } — o. 
Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas où on aurait simultanément: 


(7) = 0, k = 0. 


On a ainsi un système invariant d'équations; lorsqu'il est satisfait, nos 


80 Ar. Tresse. 


calculs précédents montrent que l’équation (1) n’admet pas d’invariants. 
Il en est ainsi, en particulier, pour l’équation 


de sorte que le systéme (7) exprime les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que l'équation (1) puisse se ramener par une transformation 
ponctuelle à l'équation précédente. On sait comment, dans ce cas, M. Lie 
a ramené l'intégration de cette équation (1), à celle d'une équation li- 
néaire du 3° ordre.” 

Quant à la transformation générale (2) qui laisse invariante l’équa- 
tion À —,0, elle est définie, d’après (4), par: 


Re 
y 


Elle est bien indépendante des nouveaux coefficients de l’équation, et 
engendre un groupe, savoir: 


(8) NT X(x), JTE. Y(x, y) 
ou, avec les transformations infinitésimales: 
(8') Ôx = — E(x)ôt, y = — (x, y)dt 


où X et £ sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et # des 
fonctions arbitraires de x et y. 

L’équation (1) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on 
a hk— 0, tout revient maintenant à calculer les invariants de ses coeffi- 
cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne: 


da _ CEE PRE ( —1) — 97, 9° 
(0) dt = a (27 €), el a °y Ta 
9 

Ja, Sr 07 : 07 9"y db, co 07 11 LA 

DENIS 3% 3 4 0y ce EM Ô QU he HE 020y 


* L1E, Archives norvégiennes, 1883, Classification und Integration von ge- 
wühnlichen Differentialgleichungen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen 
gestatten, IT. 
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On rencontre une première équation invariante, d'ordre zéro: 


et tout revient, dans le cas où elle est satisfaite, à étudier la transforma- 
tion (9) par rapport aux trois fonctions à, ,b,,b,. Nous laïsserons de 
côté ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas général. 

En prolongeant la transformation (9) au premier ordre, on fait ap- 
paraître les dérivées du 3° ordre de £ et y, d’où il résulte que, dans 
un invariant du 1% ordre, les dérivées du premier ordre figurent seule- 


ment sous l’une des formes a,,,4,, et: 


0y 


B 27 à A2 2 


pour lesquelles on a: 


0doy , 
= 1 24 
ot (3 0y ë) ACT 0y°? 
ox 07 °7 à 
—= a A ) PE 
ot 07 07 + y 02 200 ( 010 So) 
18 07 ( 7) 97 
20 SA CT en 
N 075% Le BP = 4e 0y 0 F- 12 


En combinant ceci avec (9), on est conduit à poser, pour faire disparaître 
les dérivées du second ordre de & et 7: 


GPA Coy — 245%; Din En, 0, = B + 2a,b, 
et on a 
M (37€) + 6477, 
(10) Me 20.7 + «7, 
Tea d+p(e +7), 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 16 octobre 1893. 11 
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transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les paramètres différen- 
tiels, les suivantes, où @ est supposé être un invariant: 


] N 
ge SR ARE EE 
HE Pas so Pr 0x ? ot Po 0Y 


En rapprochant ceci de la première équation (9), on trouve un énvariant 
du premier ordre: Lex | 


/ / 13 
(44 ox do o 
Br + EE .) 
F4 Goy \? 34% :::° 54& 
(aie Es — 
120; 
et deux paramètres différentiels: 
UA Goy ss Py 
A, 54 , (ee), A,9 a TONTE 
12 oy 0 / doy 2 
oz — 2 Tres 
121 124, 


Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation 
(9), les 6 dérivées du 4" ordre de £ et y, lesquelles donnent 6 équa- 
tions distinctes, de sorte que les 9 dérivées du second ordre de à, , à, b, 
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons 
pour ces combinaisons, AÀ,B, A,B, qui sont des invariants et k, qui 
donne: 

NT. | 

(En à = k(2+ 2€"). 


0 


Quant aux dérivées de a,, il suffit d'en considérer deux seulement, en 
vertu de la relation » — ©. Nous poserons: 


Ô 
? ’ 
Aoy? = 9y 0 2 Aoy2 un 2454, == 24307 
j à 4 o ? + b b % 
oey = 57 do = Voay + in À V1oy) 
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et on à: 


Se = CO | #) + ga AT 12@o(46y + 249 DE + Gui LE. 
RE à —_— Bin se Éigea oÿ one 7 + 20! ’ + dy Z. 
Ceci conduit à poser: 
Go =: og = 36, + 3@b., 


I 
LEA A ! 
Qgry — Gozy — 2x + > Lion 


et on a: 
n | Cr) | 
1/ 1, Es 
sg or = op (4 7 +. 2 Lui 2 ne 340$ 
0 07 CR NE 
ge ox Sn 3a 0 3y be a. 77 ox “sr Car 0x "hi > y S e 


- 


Les termes en £’ interviennent ici, de sorte qu'il faut introduire l’ex- 


pression: 
/ La 

1 Œoy (4 0y° 

lory 6 2 

(APS 


qui donne: 


RS ?# EAN?! 12 

Ô à, a \ Œoy Uoy: fi &o © 
lan 
1] à Ga | Ga | ôy 2 à ;/:0% 


/ 


et cette formule, combinée avec (9), (10) et (11) conduit à deux nouveaux 


invariants du second ordre: 


a? 
LIRE ] 
C=— _. 
a, doy 2 
LÉ RE 
H'Uied 
et 
ME '' f; / 13 
D 1x I de Re doy doy2 EL ox oy ao doy 
TT € Oxy 6 2 30 107 
5 &, AG 
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de sorte qu'il y a 4 invariants du second ordre: 
AUD EAN ELDE, ECOEDE 


On voit en outre que la transformation infinitésimale (9), prolongée 
au second ordre, conduit en considérant les dérivées des premier, second, 
troisième et 4" ordre de £ et y à des équations qui sont indépendantes. 
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans- 
formation à l'ordre suivant; les 7 dérivées du 5% ordre de & et 7 don- 
nent en outre, de par la manière dont elles figurent dans la transforma- 
tion, des équations indépendantes entre elles et des précédentes; et comme 
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3° ordre 
de 4,,b,,b,, et les 2 dérivées 4,,;,4@,r de a, on obtient ainsi 7 in- 
variants du 3% ordre. Plus généralement pour l'ordre #, on a encore 
pour déterminer les invariants, un système complet d'équations indépen- 
dantes, lequel comprend x + 4 équations de plus que le système d’ordre 
n—1,et 3(n + 1) +2 — 3n + 5 variables de plus; ce qui donne done, 
à partir de # — 3,2n + 1 invariants distincts du °° ordre. 

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A,B, A,B, C figu- 
rent respectivement les expressions 4», f8,, ff, ct k, chacune d'elles en- 
trant dans l’invariant correspondant, sans figurer dans ceux qui le pré- 
cédent. La même remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3° ordre, 
qu'on en déduira à l’aide des paramètres différentiels, A,D , A,D, 
A;B,A,,B, A:B, A,C, ÀA,C relativement aux expressions: Gs, Gozyrs 
Par s Bay » Pas Ky > K:5 €t ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour 
l'ordre », en ne considérant que les dérivées an et &,yn-1 de a: 


2+n+n—1—=2n +1 


invariants distincts, c'est-a-dire tous les invariants cherchés. 


2. Considérons, par exemple, une équation: 
(12) EE 02 A PE mt 


dont les coefficients seraient fonctions d’une seule variable, x ou y. 
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Dans ce cas, si l'invariant B n'est pas constant, tous les invariants 
du second ordre s'expriment en fonction de B: 


RO A DR CR RER BEC GR CE"T (D); D ='f\B), 


et réciproquement, toute équation dont les invariants satisfont à ces rela- 
tions (13) peut se ramener à la forme (12). 

Si B était constant et égal à B,, sans que Cet D, C par exemple, 
le soient tous les deux, les équations homologues de (12) sont définies 
par les relations: 


(14) D = D, , D — g,(C), A,C . pi(C): A,C — CHOC 


Si enfin, B,C et D sont tous les trois constants, et égaux à B,,C,, D, 
les relations: 


(15) B—=B, C=C D= D 


suffisent pour définir les équations homologues de (12). 

réciproquement, je dis qu'une équation (1) dont les invariants satis- 
font à un systéme de relations ayant l’une des formes (13), (14), (15), 
c’est-à-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une 
équation de la forme (12) où les coefficients sont fonctions d’une seule 
variable. 

Regardons, en effet, dans le système (13), ou (14), ou (15), «,, «,, 
b,,b, comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi 
un systéme de 4 équations différentielles ordinaires au plus par rapport 
à 4 inconnues, et toute solution de ces équations donne des valeurs de 
4; 4, 0,,0,, fonctions d’une seule variable, qui répondent à la question. 

Voici, comment, dans le cas général, on pourra ramener une pareille 
équation à la forme (12). Ayant annulé la quantité k, à l'aide d’une 
nouvelle variable x,, prerions comme nouvelle fonction y,, l'invariant B 
lui-même: 


y, = B 


ou encore C ou D, pourvu que l'invariant choisi ne se réduise pas à 
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une fonction de x, seulement. Cela revient à mettre l’équation (1) sous 


une forme réduite: 
Jon 13 12 DA » 
y = Ag — Ag + Biyi — b,, 


qui ne se conserve que par les transformations du groupe: 


à > CPLPFOSPSEE ÉLPATAN + 
OL, — E(x,)®. 
Cette transformation donne: 
4 
* Es n } Let 
OA, = — A 0!, 0D, = 2b, "ot, 
NP Sp) ) ’ 2271 a] 
JA, RC), DJ ER = CURE + € )0t , 
puis 
2 A PRE 0 À CP: FE 
DA EP OT; QI == — — Et, 
24 1 0Y, OUR 
2, DE 
dt ne 


et admet donc pour invariants, les expressions: 


> 1 0A, 94 oB 
0 , ‘ , © . LA D . À EE, 
A3 OUR 0%, ? 


AS BA 


1 


Ces invariants, calculés avec les variables primitives, + et y, donnént 


des invariants de l'équation proposée et par suite sont tous des fonctions 


de B, c'est-à-dire de y,. On aura donc, en désignant par des Y des 


fonctions de y, seulement, et par des X des fonctions de x, seulement: 


SE 7 
À; Fra Y: 
puis: 
Le 7 T 
À, +: Ve 
1e 
DB ES _— 5 
L As 


I 
D? Ed à rx T Yo Xo)- 


1 


‘ 


. . . 0 . . [æÀ 
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Avec les variables +, et y,, l'équation proposée est donc de la forme: 


( 


11 T 1: TE y LL vee PRINT 
Yi = em YU Y xi0 3 VX) EX: 


ou, comme on sait: 


r 


I 
11 2 13 
ER ce Vas nr 
AN 12 


0 0 


CCR XP EX 


00 


En prenant comme nouvelle variable +, une fonction x, de x, seule- 


ment, on a: 


7 1 4 RER 
FN @ dx, “1 
et 
dx 7 1e CNE 
DAS — D 2 2 12 
2 1x, Ur D RE 
et cette équation devient: 
Pen dr I E er H dx 
= pal RRERETEEX a pie 
£ TX dura 6 (He À) DL A 5 0 le 
dax br 
VS EN) AD GE 
ar PAD a Enr 


Il suffit alors de prendre la fonction x, de x, telle que l’on ait: 


dx, ; 
(4 **EN 
d’où 
CA dx 
EN —2X" — O0 
TT ES (PRES à 
our que l'équation devienne: 
P 
1% ae 
»/ 2 13 3 12 , 
Le = 52 MO 4% Fu ÿ, 
0 0 


où les coefficients sont bien fonctions de y, seulement. 


« TL re 


. 
L 


D s à 4 20 | + ue 
Te , if Ce è d. | 2 EL si nc . APT 
% f u n'! “ = ss + 0 % 
ï PS se ee dv + # à 2 k 
s Ÿ jai ou L 
’ » 
É NE 
“ ut 
: - L * > ne 
88 , Car Tresse. 


On voit que la AEcies à cette aol se io aider de Get 
quadratures successives, la première pour déterminer +, en fonction de 
æ et y, la seconde pour détermiber x, en fonction de: Fee 

L'intégration de l'équation Proposée s'achève par neo d'une 
équation différentielle ordinaire 1Ë premier ordre, de la forme AE ee 


du 


Le = At — Ain + Bi — 4e 


LA 


où les coefficients À sont fonctions de #, suivie ensuite d’une nouvelle 
quadrature. 


en 


= He: | 
Eee 
SL 4 i 
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